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UNA INTRODUCCION AMABLE A
LA TEORIA DE CoLAS:
PORBLEMAS PROPUESTOS

P. Serrano, J. A. Herndndez
Universidad Carlos III de Madrid

Repaso de estadistica y probabilidad

Problemas recomendados

Problema 1.1. Resuelva el problema original de De Méré: “;Qué
es mds probable, sacar al menos un seis en cuatro tiradas de un
dado, o sacar al menos un doble seis en veinticuatro tiradas de dos
dados?”

Problema 1.2. Una red compuesta por 10 ordenadores y 5 servido-
res se conecta a Internet a través de un switch Ethernet. Todos los
equipos transmiten tramas con la misma tasa, si bien los ordenado-
res transmiten asentimientos TCP con una probabilidad del 60 %,

y tramas de datos con una probabilidad del 40 %. Para el caso de
los servidores, estas probabilidades son del 9o % y 10 %, respectiva-
mente.

1. Calcule la probabilidad de que una trama sea un asentimiento.

2. ;Cuadl es la probabilidad de que un servidor haya generado dicha
trama?

Problema 1.3. Se transmiten tramas de 1000 bits con dos posibles
tasas de transmisién, 10 y 40 Mbps, con tasas de error de trama de
50 % y 75 %, respectivamente. No hay nimero maximo de reinten-
tos y en cada (re)transmision se elige una tasa al azar: 1/3 de las
veces, 10 Mbps, y el resto de las veces, 40 Mbps. Calcule la esperan-
za del tiempo hasta que una trama es entregada con éxito.

Problema 1.4. Sea un mévil con dos interfaces de red, una WiFi
y otra 3G. El retardo que sufre cada trama es una variable aleatoria
uniformemente distribuida, independiente para cada interfaz: para
WiFi el retardo varia o y 20 ms, mientras que para 3G el retardo
varia entre o y 10 ms. Una aplicacién de tiempo real necesita que el
retardo sea menor de 5 ms (para que llegue a tiempo), por lo que se
disefia un esquema que consiste en mandar la misma trama por los
dos interfaces (es decir, la trama se duplica).

1. Calcule la probabilidad de que cada copia llegue antes de 5 ms, y
de que alguna de las dos copias llegue antes de 5 ms.

2. Calcule la probabilidad de recibir antes de 5 ms una trama de
forma duplicada.

Solucién: 0.5177 vs. 0.4914

Solucién: 1. 7/10; 2. 3/7

Curso 15/16 - parcial

Solucién: 150 ps

Curso 18/19 - parcial
Solucioén: 1. 5/8; 2. 1/8; 3. 1/4; 4. 3/4-
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3. Sien 5 ms sélo se ha recibido una copia, calcule la probabilidad
de que haya sido enviada por la interfaz 3G.

4. Calcule la probabilidad de que una trama llegue antes por la
interfaz 3G que por la interfaz WiFi (para este apartado no hace
falta tener en cuenta el criterio de 5 ms).

Problema 1.5. La variable aleatoria X; se distribuye uniforme-
mente en [0,4], mientras que la variable aleatoria X, tiene por fun-
cion de densidad fx,(x) = 2x para 0 < x < 1. Calcule Pr(X; < Xj).

Problemas adicionales

Problema 1.6. Suponga que el trafico en una red se distribuye
seglin se muestra en la tabla, donde la primera columna indica la
aplicacién, la segunda la distribucién que siguen sus tramas, y la
tercera la proporcion relativa de dichas tramas.

Obtenga:

1. La longitud media de las tramas en la red.

2. Lalongitud media del trafico que no sea P2P.

Problema 1.7. Sean dos variables aleatorias independientes u; y
up, uniformemente distribuidas entre o y 1. Calcule la esperanza del
minimo de las dos, esto es, E[min(u1, u3)].

Problema 1.8. Obtenga la expresion de la funcién de densidad
del minimo de tres variables aleatorias independientes distribuidas
uniformemente entre o y 1.

Problema 1.9. EI 40 % de los paquetes sufren un retardo de red
que se puede modelar segin una variable aleatoria uniformemente
distribuida entre 10 ms y 70 ms, y el 60 % restante sufren un retardo
segln una variable aleatoria exponencial de media 30 ms. Calcule el
retardo medio de los paquetes con mas de 50 ms de retardo.

Solucién: 1/6

Solucién: 1. 1085 B; 2. 837.5 B.

Aplicacion  Longitud (B) %

Skype U(so,150) 5

P2P U(1000,1500) 60

Web exp(1/1000) 25

email N(800,100) 10
Solucién:

Curso 15/16 - parcial
Solucién: fx,, (f) = 3(1 —t)?,
para t € [0,1]

Curso 14/15 - mayo

Solucién: Aprox. 70 ms.
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La variable aleatoria exponencial

Problemas recomendados

Problema 2.1. Suponga que, en un mévil, el tiempo de vida de Curso 12/13 - junio
cada componente se puede modelar segtin una variable aleatoria Solucién: 70 €.
exponencial. La pantalla dura, en media, 4 meses; el botén del

mend, 2 meses, y el médulo de WiFi, 8 meses. Reparar la pantalla

cuesta 140 €, el botén 35 € y el WiFi 70 €. ;Cudnto se gasta en

media por reparacién?

Problema 2.2. El tiempo de vida de un disco duro (HD) se puede Curso 15/16 - mayo

modelar con una variable aleatoria exponencial. En una configura- Solucién: 1. 2¢~ /T — ¢~ 2/T

. ) . . . . 2. 4¢72/T _ge=4t/T | go=6t/T 4 o=8/T
cién RAID1 la misma informacién es copiada en todos los discos
disponibles. Calcule la expresiéon de la probabilidad de que un sis-
tema RAID1 mantenga la informacién mas alld de un tiempo t para

dos casos:

1. Dos HDs idénticos, cada uno con un tiempo medio de vida T.

2. Cuatro HDs idénticos, cada uno con un tiempo medio de vida

T/2.
Problema 2.3. Suponga un grupo de WhatsApp de 50 usuarios. Curso 14/15 - parcial
El 40 % de los usuarios s6lo manda texto, otro 40 % manda la mi- Solucion: 1. 2,260,600 bytes; 2. ¢~

tad mensajes de texto y la otra mitad fotos, y el 20 % restante sélo
manda fotos. El nimero de mensajes que manda un usuario al dfa
se distribuye uniformemente entre 10 y 30, donde el tamafio de los
mensajes se distribuye uniformemente: entre 2 y 200 bytes para los
de texto, y entre 1.000 y 10.000 bytes para las fotos.

1) Calcule la cantidad de datos total (en bytes) que genera este
grupo al dia.

2) Calcule la probabilidad de estar 12 minutos sin recibir un mensa-
je de texto.

Problema 2.4. (Ross 2.10a) Suponga que el tiempo hasta el si- Solucién: B4+ A1 +e *E(A-B—A"1).
guiente autobtis se puede modelar seglin una variable aleatoria

exponencial, de media 1/A. Una vez en el autobts, el tiempo hasta

su destino es B, constante. Por otro lado, andando desde la parada,

el tiempo hasta su destino es A, también constante. Suponga que

7
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la regla que se sigue para decidir si tomar o no el autobts es la si-
guiente: se espera como mucho un tiempo de espera E, pasado el
cual se decide ir andando. Calcule el tiempo medio hasta el destino.

Problema 2.5. Suponga que el tiempo que se necesita para ave-
riguar una contrasefa se distribuye segtin una variable aleatoria
exponencial de media 10 dias.

1. Si un usuario establece su contrasefia el 1 de enero, obtenga la
probabilidad de que su contrasefia no sea descubierta durante el
ano (no bisiesto).

2. Un usuario cambia su contrasefia el dia 1 de cada mes. Calcule
de nuevo la probabilidad anterior, y comente el resultado.

Problema 2.6. Sea un acuerdo de nivel de servicio en el que el
retardo de los paquetes debe ser inferior a 0.5 s. Todo paquete con
un retardo superior a dicho umbral conlleva una penalizacién de
0.01 €/s a partir de dicho umbral (p.ej., un paquete con un retardo
total de 1.8 s conllevaria una penalizaciéon de 0.013 €). Suponga que
el retardo de los paquetes sigue una variable aleatoria exponencial
de media 1 segundo. Se pide: (suponga que e~ ~ 0,6)

1) Penalizacién media por paquete.

2) Penalizacién media por paquete de los paquetes que suponen
una penalizacién.

Problema 2.7. Considere dos marcas de coches, A y B. La mar-
ca A tiene un motor cuya duracién sigue una v.a. exponencial de
media 10 afios, mientras que el de la marca B sigue una v.a. expo-
nencial de media 5 afios.

1. Hay un coche de cada marca. Escogiendo un coche al azar, sabe-
mos que sigue activo después de 5 afios, jcudl es la probabilidad
de que sea de la marca A?

2. Repita el ejercicio anterior suponiendo que el coche B tiene una
duracién uniformemente distribuida entre 2 y 7 afios.

Problemas adicionales

Problema 2.8. El retardo en una red se distribuye segtin una
variable aleatoria exponencial de media 10 ms. Calcule el retardo
medio de los paquetes con un retardo mayor de 50 ms.

Problema 2.9. Considere una cliente que llega a un banco a sacar
dinero y se encuentra con que los tres cajeros estdn ocupados, cada
uno por una persona, y decide esperar como mucho 5 minutos.
Suponga que el tiempo que pasa un cliente en un cajero sigue una
variable aleatoria exponencial de media 5 minutos.

Solucién: 365

Curso 10/11 - mayo

Solucién:

Curso 16/17 - parcial

Solucioén: 0,622: 0,6

Curso 12/13 - mayo

Solucién: 60 ms.

Curso 16/17 - parcial

Solucién: 0.05; 0.525
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1. ¢Cudl es la probabilidad de que acabe yéndose porque pasados 5
minutos atn sigue esperando?

2. Si espera menos de 5 minutos, jcudl es la probabilidad de que
haya esperado mds de un minuto?

Problema 2.10. El tiempo de vida de un disco duro (HD) se pue- Curso 15/16 - parcial

de modelar con una variable aleatoria exponencial de media 1/A. Solucién: 0.607 0.135 0.600
Se desea almacenar 2 TB de informacioén y se precisa saber la pro-

babilidad de que dicha informacién esté disponible tras un afio de

uso, existiendo tres posibles configuraciones:” *En la configuracién RAID o (Data
Striping) no existe redundancia y

1. Un HD de 500 €, 2 TB, A~ 1 =5 afios. la capacidad total es la suma de las
capacidades: si cualquier disco se

2. Dos HDs de 100 €, 1 TB, cada uno con A~1 =1 afio, en RAID o. estropea, la informacion se pierde. En

la configuraciéon RAID 1 (Mirroring)
la misma informacién es copiada

en todos los discos y la capacidad
total coincide con la de un disco: s6lo
cuando ningtin disco funciona, la
informacién se pierde.

3. Dos HDs de 200 €, 2 TB, cada uno con A~! =1 afio, en RAID 1.
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Procesos de Poisson

Problemas recomendados

Problema 3.1. Sea un switch al que llegan tramas segtn un pro- Solucién: 1/2
ceso de Poisson de tasa A = 2 tramas/s. Calcule la duracién de la

ventana de tiempo T en la que la probabilidad de que llegue una

Unica trama sea maxima.

Problema 3.2. Los goles de un equipo de ftitbol siguen un pro- Solucién: 1. 2e73; 2. 16¢~°.
ceso de Poisson. Suponga que el equipo de fatbol RM tiene una

media de cuatro goles por partido, el equipo ATM una media de

dos goles por partido, y se juega el partido RM-ATM. Dispone de

las siguientes opciones para apostar:

1. 2-1 al descanso.
2. 2-2 al terminar el partido.

Calcule la probabilidad de cada opcién.

Problema 3.3. Un switch Ethernet tiene 64 puertos de entrada y Solucién: 8,1 pps
dos puertos de salida. Los paquetes llegan a cada puerto de entrada

con un tiempo entre paquete que se distribuye segtn una distribu-

cién uniforme U(2,12) segundos. El 9o % del trafico de 63 puertos

de entrada va a un puerto de salida. Discuta si el trafico en dicho

puerto se puede considerar de Poisson, y calcule su tasa.

Problema 3.4. El 50 % de las tramas de un flujo de video tienen Curso 13/14 - parcial

un tamafio de 1500 B, el 45 % de 500 B, y el 5% restante de 100 B. Solucién: 1.1/, 2. 1 —18,5¢™
Se puede suponer que el tamafio de una trama es independiente

de las anteriores o de las que le siguen. El tiempo entre tramas

se puede modelar segiin una variable aleatoria uniformemente

distribuida entre 10 y 30 ms. Si a un router llega el agregado de 40

flujos de video independientes, se pide

1. Probabilidad de que pasen mds de 10 ms sin recibir una trama
de 100 B.

2. Probabilidad de recibir tres o mds tramas de 1500 B en 5 ms.

Problema 3.5. Sea un switch con un puerto de entrada por el Curso 17/18 - junio
que recibe trafico de Poisson a una tasa de 100 tramas/s y cuatro Solucién:
puertos de salida (O1, O2, O3 y Og).

11
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1. Suponga que una trama es reenviada al puerto O1, O2, O3y Og
al azar, con probabilidades 1/2, 1/4, 1/8 y 1/8, respectivamente
(Regla A de reenvio). Obtenga el tiempo medio entre tramas en
el puerto Oy, y discuta si se trata de un proceso de Poisson.

2. Suponga ahora que el reenvio de tramas se realiza segtn la si-
guiente regla (Regla B): la primera trama se reenvia a O4, la
siguiente trama a O3, las dos siguientes tramas a O2 y las cuatro
siguientes tramas a O1 (y se repite el esquema). De nuevo, obten-
ga el tiempo medio entre tramas en el puerto O4, y discuta si se
trata de un proceso de Poisson.

3. Suponga un switch diferente, con 128 puertos de entrada, donde
en cada puerto de entrada se produce un proceso de llegadas
como el puerto de salida de O4 del switch anterior con la Regla
A. Describa la distribucién de tiempos entre llegadas a dicho
switch.

4. Repita el apartado anterior con la Regla B.

Problema 3.6. El mecanismo de piggybacking consiste en unir Curso 18/19 - parcial
en una misma trama informacién de datos y de asentimiento. Su- Solucién: 1. 0.386; 2. 0.21 ms; 3.
0.887 ms.

ponga un nodo donde el nivel de aplicacién genera datos segiin
un proceso de Poisson a tasa 2 tramas/ms, y que el nivel de enlace
emplea el siguiente mecanismo para decidir si hacer piggybacking
0 no: si aparece una nueva trama de datos antes de 500 ys (conta-
dos desde que se generé el asentimiento), se envian unidos datos y
asentimiento, lo que supone un retardo de transmisién de 1 ms. Si
no aparece una trama de datos antes de 500 ys, se envia el asenti-
miento por separado, lo que supone un retardo de transmisién de
200 ys.

Sea D la variable aleatoria definida como “retardo medio de
un asentimiento,” de la que se quiere calcular su esperanza E[D].
Suponga que se acaba de generar un asentimiento.

1. Calcule la probabilidad de que un asentimiento se mande por
separado (esto es, no se realiza piggybacking).

2. Seat la variable aleatoria definida como “tiempo hasta que el
nivel de aplicaciéon genera la siguiente trama de datos.” Calcule
el valor medio de f cuando si se produce piggybacking.

3. Calcule E[D].

Problemas adicionales

Problema 3.7. EI tiempo entre dos peticiones de un usuario a Curso 15/16 - parcial
YouTube se puede modelar con una variable aleatoria distribuida Solucién: 1. 3 pet./min.; 2. 0.2
uniformemente entre o y 40 minutos. El 60 % de las peticiones se

realizan a servidores en EEUU. Sea un una celda de telefonia mévil

sirviendo a 100 usuarios:



PROCESOS DE POISSON

1. Caracterice el proceso de generacién de peticiones de video a
EEUU, indicando las suposiciones realizadas.

2. Calcule la probabilidad de que en un minuto se produzcan me-
nos de dos peticiones a EEUU.

Problema 3.8. Una aplicacion genera tramas segtin un proceso de Solucién: 1. A/ (1 —1/e); 2. No
Poisson a tasa A tramas/s. Para que el interfaz inaldmbrico no entre

en modo de ahorro de energia, un médulo de control genera una

trama si no se detecta trafico durante un tiempo T = 1/A s. Calcule

la tasa de transmisién de tramas, y discuta si se trata de un proceso

de Poisson.
Problema 3.9. Sea un router de un datacenter con 1 interfaz de Curso 18/19 - junio
salida a 10 Gbps y 20 interfaces para conectar equipos. 10 interfaces Solucion:

estdn conectadas a servidores Web, 5 interfaces estan conectadas

a discos en red para Backup y las tltimas 5 estan libres. Los ser-
vidores Web reciben paquetes segtin un proceso de Poisson de

tasa 10 paquetes/ms mientras que los discos de Backup reciben en
media 15 paquetes/ms, también segtin un proceso de Poisson. La
longitud de los paquetes se puede modelar segtin una v.a. exponen-
cial, de media 1000 bytes para el trafico Web y gooo bytes para el
trafico Backup. Calcule:

1. La probabilidad de que al escoger dos paquetes al azar en el
router sean los dos de tipo Backup.

2. La probabilidad de que en un intervalo de 1 ys no llegue ningtin
paquete a ningtn servidor.

3. La carga de la interfaz de salida del router por la que pasa to-
do el trafico agregado de Backup y Web. Suponga un buffer de
capacidad infinita.

4. Se quieren afiadir servidores de Backup en algunas de las 5
interfaces restantes, sin superar una carga de 0.9 en la interfaz de
salida, ;cudntos se podrian afiadir?

Problema 3.10.  Sea un switch con un estado activo (cursando Solucién: 1. 1/A; 2. + (AT — 1)
tréfico) y pasivo (ahorro de energifa). Si no hay tréafico durante T ms, Nivel: «

pasa al estado pasivo, del que despierta en cuanto llega una trama.

El trafico llega segtin un proceso de Poisson de tasa A tramas/ms.

1) Calcule la duracién media de un intervalo pasivo.

2) Calcule la duraciéon media de un intervalo activo.

13
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Teoria de colas: fundamentos

Problemas recomendados

Problema 4.1. Suponga que el tiempo que tarda un cajero en aten-
der a un cliente es exponencial. En un banco hay dos cajeros, que
tardan en media 3 y 6 minutos en atender a un cliente, respectiva-
mente. Suponga que un cliente llega al banco y los dos cajeros estan
ocupados, y no hay nadie mds esperando. Se pide:

1. Probabilidad de estar mdas de 2 minutos esperando.

2. Tiempo medio de estancia total en el banco para ese cliente.

Problema 4.2. Un cédec de voz sobre IP (VoIP) genera paquetes
de 8o bytes de longitud fija cada 20 +/- 1 ms (esto es, el tiempo
hasta el siguiente paquete se distribuye uniformemente entre 19 y
21 ms). Suponga que el agregado de 100 teléfonos VoIP se transmite
a 10 Mbps. Calcule la probabilidad de que el segundo paquete que
se envie tenga que esperar en cola.

Problema 4.3. A un servidor con una tinica CPU y una cola de
espera infinita llegan peticiones segtin un proceso de Poisson de
tasa A peticiones/segundo. Una vez que la CPU comienza a atender
una peticién, el tiempo que tarda en completarla se puede modelar
con una variable aleatoria exponencial de media ! segundos.

Se pretende analizar el servicio recibido por la segunda peticién
que llega al sistema. En concreto, se desea conocer para la segunda
peticion:

1. Probabilidad de que tenga que esperar.
2. Tiempo medio de espera hasta que empieza a ser atendida.

3. Tiempo medio total que pasa la peticién en el servidor.

Problema 4.4. En la demostracion del Teorema de Little, el nt-
mero de usuarios en el sistema N(t) viene determinado por la
diferencia entre el proceso de llegadas a(t) y el de salidas B(t):

Suponiendo que la tasa media de llegadas es A = 7 usuarios/s y la
tasa media de salidas es p = 5 usuarios/s, jcudl es la esperanza del
numero de usuarios a los 10 segundos? ;Y tras pasar mucho tiempo?

15

Curso 10/11 - junio

Solucién: 1. e~ L; 2. 6 minutos.

Curso 09/10 - mayo

Solucién: 1 — e~032

Curso 11/12 - parcial
Solucién: 1. A/ (A + p);
2. (A/p) /(A +p);
3.0 LA/ (A ).

Solucién:
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Problema 4.5. Suponga un autobus de 50 plazas con una ocupa- Solucién:
cién media del 80 % y donde el la duracién media del viaje es de 20
minutos. ;Cudntos usuarios por hora usan el autobts?

Problemas adicionales

Problema 4.6. (Harchol-Balter) Suponga un servidor con un tiem- Solucién:
po medio de servicio 1/u al que llegan peticiones a una tasa A, lo

que proporciona un tiempo medio de estancia en el sistema T. Si

se duplican tanto la tasa de entrada como la capacidad del servi-

dor, ;como serfa el nuevo tiempo medio de estancia en relacién al

anterior?

Problema 4.7. Sea un sistema D/D/1 con tasas de entrada A y de Solucién:
procesamiento y. Si A < y, calcule W.
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Cadenas de Markov de tiempo discreto

Problemas recomendados

Problema 5.1. Tres de cada cuatro camiones en una carretera son
seguidos por un coche, mientras que uno de cada cinco coches es
seguido por un camién. Calcule la fraccién de vehiculos que son
camiones.

Problema 5.2. Considera una cadena de Markov en tiempo dis-
creto con tres estados: S = {1,2,3}. La matriz de transicién P viene

dada por:
04 03 03
P = 02 05 P23
ps1 02 03

Se pide calcular:
1. El valor de py3 y p31.

2. La probabilidad de estar en el estado 2 en el instante n = 2 si la
cadena esté en el estado 1 en n = 0.

3. El tiempo medio de permanencia en cada estado.

Problema 5.3. (Ross, Introd. Cap. 4) Suponga que la probabilidad
de que un dia llueva (o no) depende de si ha llovido (o no) en los
tres dias anteriores. Muestre la forma en que podria modelar el
sistema usando una cadena de Markov. Deduzca el niimero de
estados necesarios.

Problema 5.4. Siguiendo con el problema 5.3, suponga ahora

que si ha llovido en los tres dias anteriores, la probabilidad de que
llueva hoy es de 0.8; si no llovié en ninguno de los tres dias anterio-
res, la probabilidad de que llueva hoy es de 0.2; y en cualquiera de
los otros casos, hay una probabilidad de 0.6 que el tiempo hoy sea
como el de ayer. Determine P para la cadena de Markov propuesta.

Problema 5.5. Una moneda 1 cuando es lanzada al aire tiene una
probabilidad de 0.6 de que salga cara, mientras que una moneda 2
lo hace con probabilidad o.5. Una moneda es lanzada al aire conti-
nuamente hasta que sale cruz, en ese momento la moneda se retira
y se coge la otra.

1. Si se empieza moneda 1, calcule la probabilidad de que la mone-
da 2 sea usada en el tercer lanzamiento.

17

Solucién: 4/19

Curso 24/24 - mayo
Solucién: 1. 0,3 0,5; 2. 0,33; 3. 1.66 2
1.43

Solucién: 8

Solucién:

Solucién: 1. 0.44; 2. 4/9; 3. 2/5.
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2. Calcule la proporcién de lanzamientos que se realizan con la
moneda 2.

3. Indique la proporcién de caras que son debidas a la moneda 2.

Problema 5.6. Una tarjeta de red tiene tres velocidades de trans-
mision, 1, 4 y 8 Mbps, que dan lugar a una probabilidad de pérdida
de trama de p1 = 1/2, py = 1/2y pg = 1/4, respectivamente. El
esquema que se usa para adaptar la velocidad de transmision es el
siguiente: ante una pérdida, se transmite a 1 Mbps, mientras que
tras dos éxitos consecutivos a una velocidad se aumenta la velo-
cidad al siguiente valor superior disponible. Calcule la velocidad
media (en Mbps) de transmision.

Problema 5.7. Sea un modelo de Internet simplificado, con tres
péginas web: A, B, y C. Cada pdagina tiene un ntimero de enlaces al
resto de péginas, segtin lo indicado en la Tabla 1. Se define “posi-
cionamiento” de una pagina como la proporcién de visitas que un
robot que navegase al azar pasase en dicha pagina.

Enlaces a pdgina
Péagina A B C

A 100 100
B 25 75
C 1000

1. Modele el problema con una cadena de Markov. ;Es periddica?

2. Calcule el posicionamiento de cada pagina.

Problema 5.8. Cuatro nodos A, B, C y D, comparten el medio se-
gun el siguiente esquema de paso de testigo: tras la transmisién de
una trama, la estaciéon A mantiene el testigo (y vuelve a transmitir)
con probabilidad 2/3, y con probabilidad 1/3 lo pasa a la estacién
B; la estacién B transmite una trama, y el 50 % de las veces pasa el
testigo de vuelta a A, y el 50 % lo pasa a la estacién C; la estacién
C siempre transmite cinco tramas seguidas y pasa el testigo a la
estacion D, que transmite una trama y pasa el testigo a la estacién
A. Todas las tramas tienen una longitud constante de 1500 B y la
velocidad de transmisién es de 100 Mbps.

1. Considere el proceso de transmisién de tramas del nodo A: ;es
un proceso de Poisson? ;Por qué?

2. Modele el sistema con una cadena de Markov. ;Es irreducible?
JPor qué?
3. Suponga que la primera transmisién la realiza el nodo A. Calcule

la probabilidad de que la cuarta transmisién la realice el nodo A.

4. Calcule el numero medio de tramas entre dos transmisiones de
D.

Curso 13/14 - junio

Solucién: 40/17 Mbps

Curso 15/16 - parcial
Solucién: 2. A: 8/19, B: 4/19,C: 7/19

Tabla 5.1: Enlaces de cada pagina en el
Problema 5.7.

Curso 18/19 - parcial
Solucién: 1. No; 2. Si; 3. 28/54; 4. 14; 5.
6/14,2/14,5/14, 1/14.
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5. Calcule la proporcion relativa de trafico que genera cada nodo.

Problema 5.9. Tras un dia soleado, el 50 % de las veces vuelve

a hacer sol, salvo que sea el tercer dia consecutivo con sol, que
entonces es seguro que al dia siguiente sera nublado. Tras un dia
nublado, el 25 % de las veces vuelve a ser nublado al dia siguiente,
y el 75 % de las veces es soleado. Un sensor recibe 3700 lux un dia
soleado y 74 lux un dia nublado. Calcule la luminosidad que recibe
en media.

Problema 5.10. Sea una cadena de Markov discreta con dos esta-
dos, A y B, y el siguiente ejemplo de realizacién de la cadena:

ABAAAAABBBAABABAB
Se pide:

1. Estime el diagrama de transicién de estados para esta cadena,
indicando el valor estimado de la matriz P.

2. Suponiendo que ambos estados son igualmente probables al
inicio (77(7)), obtenga 71(?) para ese valor de P.

3. Obtenga el valor de 71(30).

4. Obtenga los tiempos medios de estancia en cada estado A y B
(sojourn times).

Problemas adicionales

Problema 5.11.  El problema del gato y el raton. Hay cinco cajas

en fila, con un gato en la primera y un ratén en la dltima. Tras un
intervalo de tiempo T, cada animal salta a una caja colindante, com-
pletamente al azar. Modele el sistema con una cadena de Markov
discreta.

Problema 5.12. Un determinado servidor es poco fiable: tiene dias
buenos, regulares y malos. La probabilidad de que una peticién
falle depende de cada dia, y se tiene que las probabilidades de

fallo son pg =0, pr=1/2,y pm = 5/8, para cada el caso de un dia
bueno, regular y malo, respectivamente. Tras un dia bueno, existe
una probabilidad del 50 % de tener un dia regular, y del 50 % de
tener un dia malo. Después de un dia regular siempre hay un dia
malo, mientras que después de un dia malo el 25 % de las veces
viene un dia bueno, y el 75 % otro dia malo.

1. Calcule la probabilidad media de fallo de una peticién.

2. Si hoy es un dfa malo, ;qué probabilidad hay de que ayer fuese
un dia bueno?

Problema 5.13. El juego de piedra, papel o tijera se realiza entre

Curso 13/14 - mayo

Solucién: 2132 lux

Curso 17/18 - parcial

Solucién: 1. ; 2. (41/72, 31/72); 3. (4/7,
3/7); 4. 2 slots, 1.5 slots.

Solucién: Hay varias soluciones.
Nivel: *

Curso 11/12 - mayo

Solucién: 1. 1/2; 2. 1/8.

Curso 12/13 - junio

Solucién: 4/9
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dos jugadores. Cada uno elige uno de los elementos de forma inde-
pendiente, y se tiene que la piedra vence a la tijera, la tijera vence
al papel, y el papel vence a la piedra (si los elementos coinciden,
hay empate). Suponga que un amigo siempre decide piedra, mien-
tras que el otro amigo actda de una forma mads elaborada: en caso
de empate nunca repite elemento, cuando gana repite elemento el
50 % de las veces, y todas las demds alternativas se distribuyen de
forma equiprobable. Calcule la proporcién de partidas en las que la
jugada es (piedra, papel).

Problema 5.14. Suponga que el tiempo mafiana, definido como Curso 17/18 - parcial
lluvioso o no lluvioso, depende de los dos dias previos, segtn las Solucién: 1. ; 2. ; 3. 40%
siguientes reglas: mafiana lloverd con probabilidad o.7 si llovié los

dos dias anteriores; lloverad con probabilidad o.5 si hoy llovié pero

ayer no; lloverd con probabilidad 0.4 si llovié ayer pero hoy no;

lloverd con probabilidad o.2 si no llovié en los dos dias anteriores.

Problema 5.15. Sea una red compuesta por tres nodos (A, By Curso 14/15 - parcial
C) que comparten el medio segtin un esquema de paso de testigo Solucion: 3/4
que resulta en el siguiente patrén de transmisiones: tras la trans-

misién de una trama, la estacién A mantiene el testigo (y vuelve a

transmitir) con probabilidad p, y con probabilidad 1 — p lo pasa a

la estacién B; la estaciéon B siempre transmite dos tramas seguidas

antes de pasar el testigo a la estacién C; la estacion C transmite una

trama el 50 % de las veces, y tres tramas seguidas el otro 50 % de

las veces, antes de pasar el testigo a la estacién A. Calcule el valor

de p que proporciona el 50 % del ancho de banda disponible a la

estacion A.

Problema 5.16. Un usuario cambia el canal de su red WiFi se- Curso 22/23 - mayo
gtn las interferencias que detecte. Unicamente emplea uno de los Solucién: No; 81,2 %; 0,9242
siguientes canales ¢ = {1,6,11} y siempre cambia al siguiente ca-
nal (es decir: del 1 pasa al 6, del 6 pasa al 11, del 11 pasa al 1, etc.).
Si decide cambiar de canal, realiza el cambio a las 12 de la noche.
Cuando esta usando los canales 1 u 11, basta con que un dia tenga
interferencias para que cambie de canal al dia siguiente, mientras
que cuando estd usando el canal 6 son necesarios dos dias con-
secutivos de interferencias para que decida cambiar de canal. La
probabilidad de que tenga interferencia por cada uno de los canales
es: 24 %, 20 % y 36 % para el canal 1, 6 y 11, respectivamente.
Se pide:

1. Describa el sistema con una cadena de Markov. ;Es periédica?
Por qué?

2. % de tiempo que usa el canal 6.

3. Sihoy estd empleando el canal 1, ;cudl es la probabilidad de que
ayer estuviese usando el 11?



UNA INTRODUCCION AMABLE A
LA TEORIA DE CoLAS:
PORBLEMAS PROPUESTOS

P. Serrano, J. A. Herndndez
Universidad Carlos III de Madrid

Cadenas de Markov de tiempo continuo

Problemas recomendados

Problema 6.1. Sea un recinto con dos cabinas de teléfono. Cuando Solucién: 12/111 = 720/111 - 1/60.

nadie estd hablando, acuden a llamar segtin un proceso de Poisson
de media 6 usuarios/hora, pero si alguien se encuentra ocupando
una cabina, el ritmo de llegadas se duplica. Ademds, nunca hay
alguien esperando para hablar: los usuarios prefieren buscar otra
cabina. Sabiendo que la duracién de una llamada se puede mode-
lar mediante una distribucién exponencial de media un minuto,
compruebe que se cumple el teorema de Little, calculando el ntme-
ro medio de usuarios en el sistema, la tasa media de llegadas y el
tiempo medio de estancia en el sistema.

Problema 6.2. Sea una pequefia gasolinera con dos surtidores Curso 12/13 - parcial
en serie, en la que los coches usan el surtidor més cercano a la Solucién: 1. 1/17; 2. 13/51
salida siempre que esté disponible, ya que un coche en el primer

surtidor bloquea el acceso al segundo surtidor. Ademads, un coche

en el segundo surtidor bloquea la salida desde el primero. No hay

sitio para mas de dos coches y tampoco espacio para esperar a

que alguno quede libre, y un coche que entra nunca abandona la

gasolinera hasta que ha sido servido. Suponga que llegan coches

a la gasolinera segiin un proceso de Poisson de media 1 coche por

minuto y que el tiempo en repostar se puede modelar con una

variable aleatoria exponencial de media 15 segundos. Calcule:

1. La probabilidad de que un vehiculo no pueda entrar.
2. El nimero medio de vehiculos en la gasolinera.

3. El tiempo medio que pasa un vehiculo en la gasolinera. El tiem-
po medio que pasan en la gasolinera los vehiculos que usan el
surtidor 1.

Problema 6.3. Una organizacién tiene dos routers de salida a Solucién: 3/4 mes, 150 Mbps
Internet, a 100 Mbps cada uno, contratados con dos diferentes pro-

veedores. El tiempo que funciona un router se puede modelar con

una v.a. exponencial de media 6 meses. El tiempo que pasa desde

que un router se estropea hasta que vuelve a estar disponible se

puede modelar con otra v.a. exponencial de media 2 meses. Calcule

los dias afio que la organizacién no tiene Internet y la velocidad

media de acceso cuando si tiene internet.

21
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Problema 6.4. Sea un conmutador con dos puertos de entrada di- Curso 14/15 - parcial

ferenciados y un tinico puerto de salida. El trafico del puerto de ba- Solucién: 1. 3/17, 9/17; 3. 10/17, 2/17.
ja prioridad llega segtin un proceso de Poisson de tasa Ap = 2 tra-

mas/segundo; si el puerto de salida estd ocupado, es descartado.

El tréfico del puerto de alta prioridad llega segin un proceso de

Poisson de tasa A4 = 4 tramas/segundo, y en caso de que el puerto

de salida esté ocupado se dispone de espacio para almacenar una

trama. El tiempo de servicio de cada trama se puede modelar se-

gun una variable aleatoria exponencial de media 0.125 segundos. Se

pide:

1. Calcule la probabilidad de pérdida para cada tipo de trafico.
2. Calcule el retardo total de cada tipo de tréfico.

3. Calcule el nimero medio de tramas de cada tipo de tréfico en el

sistema.
Problema 6.5. A una tarjeta de red llegan tramas de datos y de Curso 13/14 - junio
voz; el tiempo entre tramas para cada tipo de trafico se distribuye Soluci6n:

seglin una variable aleatoria exponencial, de media 200 ms para la
voz y 100 ms para los datos. Por limitaciones de memoria, la tarjeta
s6lo tiene capacidad para una trama de datos o hasta tres tramas
de voz: si una trama llega y no cabe, se descarta. El tiempo para
transmitir una trama se puede modelar con una variable aleatoria
exponencial, de media 400 ms para las de voz y 500 ms para las

de datos. Calcule la probabilidad de que una trama de datos sea
descartada porque haya otra trama de datos siendo procesada y el
retardo medio total (en segundos) para el tréfico de voz.

Problema 6.6. Sea un sistema con dos servidores sin espacio en Curso 15/16 - mayo

cola. Un servidor tiene una capacidad de 2 paquetes/s y el otro Solucion: 3.5 %; el rapido atiende 4.8
. . veces mds trafico

4 paquetes/s. Los paquetes llegan segtin un proceso de Poisson a
tasa 1 paquete/s y son atendidos por el servidor rapido si esté dis-
ponible (vacio), si no, por el servidor lento, y si los dos servidores

estdn ocupados, son descartados. En estas condiciones:

1. Calcule la proporcién de paquetes descartados. ;Qué proporcién
de paquetes son atendidos por el servidor rapido y qué propor-
cién por el lento?

2. Calcule el tiempo medio en atravesar el sistema. ;Qué retardo
sufren los paquetes que atraviesan el primer servidor y qué
retardo sufren los que atraviesan el segundo servidor?

Problema 6.7. Un cliente en una red WiFi recibe las tramas en Curso 11/12 - junio
modo “rx” si van destinadas a su direccion MAC, y en modo “id- Solucién: 10/3 W.
le” si van destinadas a otra direccion. En el primer caso, una vez

recibida la trama pasa a modo “idle”, mientras que en el segundo

caso tras acabar la trama pasa al modo “sleep”. El tiempo entre

que acaba una trama y llega la siguiente se puede modelar como

una variable aleatoria exponencial de media 10 ms, y la duracién
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de las tramas es otra variable aleatoria exponencial de media 5 ms.
Las tramas destinadas al mévil constituyen el 8o % del trafico del
total. El terminal en modo “sleep” consume 0.5 W; en modo “idle”
consume 1 W y en modo “rx” consume 10 W. Calcule el consumo
medio del terminal.

Problemas adicionales

Problema 6.8. Sea un edificio con dos ascensores, cada uno con Solucién: 1/4 vs. 1/5 del tiempo
un tiempo de vida que se puede modelar con una variable aleatoria
exponencial de media 1/A. Hay dos politicas de reparacién:

= Se avisa a mantenimiento cuando los dos ascensores estan estro-
peados, siendo el tiempo de reparacion de los dos ascensores (a
la vez) una variable aleatoria exponencial de media 1/ .

= Se avisa a mantenimiento en cuanto un ascensor se estropea,
siendo el tiempo de reparacién por ascensor una variable alea-
toria exponencial de media 2/, y sélo se repara un ascensor a
cada vez.

Calcule la proporcién de tiempo que los dos ascensores estan fun-
cionando, si 1/A =2 semanas y 1/y = 1 semana.

Problema 6.9. Sea una red 802.11 donde la tasa de transmisién es Curso 11/12 - parcial
de 4 Mbps. Una estacion 802.11 debe primero autenticarse y luego Solucion: 3 Mbps
asociarse (en este orden) antes de poder enviar datos. Suponga

que autenticarse requiere un tiempo exponencial de media 1 ms y

asociarse supone otro tiempo exponencial de media 1 ms, pero este

altimo proceso falla un 25 % de las veces, lo que conlleva ademas

la pérdida de la autenticacién. Una vez completada la asociacién,

la estacion transmite durante un tiempo exponencial de media 8

ms, pasado el cual vuelve al estado inicial (esto es, sin autenticar ni

asociar). Calcule la tasa méxima efectiva de transmision.

Problema 6.10. Una linea de montaje se compone de dos estacio- Solucién: 1. 175/317; 2/317.
nes en serie. Cada estacién admite un tnico item en cada momento.

Cuando un item termina en la primera estacion, pasa a la segunda

si ésta estd vacia, de lo contrario se queda esperando. Los items

llegan a la primera estacién segtin un proceso de Poisson de tasa A,

pero s6lo se admiten si la estacién estd vacia —de lo contrario, son

descartados. El tiempo que tarda un item en la estacion i es expo-

nencial de media 1/;. Defina la cadena de Markov que modela

este proceso. Calcule, para A = 10, 1 = 20y pp = 50:

1. La probabilidad que no haya ningtn item en la linea de montaje.

2. La probabilidad que de haya un item esperando en la primera
estacion.

Problema 6.11. Sea un sistema sin espacio en cola con dos servi- Curso 17/18 - parcial
dores, uno rapido y otro lento, al que llegan peticiones segtin un Solucién: 1. 1/9; 2. 0,3 ms

23
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proceso de Poisson a tasa 2 peticiones/ms. Sélo se accede al ser-
vidor lento si el rapido estd ocupado; si los dos servidores estdn
ocupados y llega una trama, es descartada. El tiempo de servicio
es una v.a. exponencial, de media 250 us para el servidor rdpido y
500 s para el servidor lento. Calcule la probabilidad de descartar
una trama y el tiempo medio de estancia en el sistema en ps.

Problema 6.12. Sea un conmutador con tres puertos de entrada Curso 17/18 - parcial
y un tnico puerto de salida. El trafico de cada puerto de entra- Solucion:
da llega segtin un proceso de Poisson, a tasas A; = 2 tramas/s,

Ay = 8 tramas/s y A3 = 10 tramas/s al primer, segundo y tercer

puerto, respectivamente. Para el caso de los dos primeros puertos

de entrada, si una trama llega y el puerto de salida esta transmi-

tiendo, la trama es descartada. Para el caso del tercer puerto, hay

espacio para almacenar una trama por si el puerto de salida es-

tuviese transmitiendo. El tiempo de transmisién de una trama se

puede modelar con una v.a. exponencial de media 100 ms. Calcule,

para el trifico del tercer puerto de entrada:

1. Porcentaje de tramas descartadas.

2. El tiempo medio de espera en cola en ms.

Problema 6.13. Cuatro usuarios comparten una misma cuenta de Curso 18/19 - parcial
un servicio de video bajo demanda, si bien dicho servicio sélo per- Solucién:
mite un méximo de tres sesiones simultaneas: si ya se encuentran

tres usuarios conectados y un cuarto usuario intenta acceder, no se

le permite la conexién. Suponga que, para un usuario, el tiempo

medio conectado a dicho servicio se distribuye segtin una variable

aleatoria exponencial de media ¢ ~! = 2 horas y que, una vez des-

conectado, el tiempo que pasa hasta que vuelve a querer conectarse

se distribuye segtin otra variable aleatoria exponencial de media

A~ = 8 horas. Si no puede conectarse, el tiempo que pasa hasta

que vuelve a intentarlo sigue la misma variable aleatoria exponen-

cial de media A~! = 8 horas, independientemente del reintento que

sea. Se pide:

1. Modele el sistema con una cadena de Markov.

2. Calcule la probabilidad de que un usuario quiera ver Netflix y
que no pueda.

3. Ntmero medio de usuarios conectados.

Problema 6.14. Se puede contratar uno o més accesos a Internet Curso 18/19 - junio
con dos operadores diferentes, Azul y Rojo. Cada acceso que se Soluci6n:
contrate emplea un médem que en ocasiones se estropea y precisa

ser reparado, para lo que debe acudir un técnico. El operador Azul

siempre tiene un técnico disponible para reparar cualquier acce-

so (Nt = o0), y envia tantos técnicos como médems estropeados,

mientras que el operador Rojo s6lo envia un técnico por cliente

(Nt = 1), independientemente del nimero de médems estropea-

dos. Se puede suponer que tanto el tiempo de vida del médem (ty)
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como el tiempo de reparaciéon de un médem (¢g) siguen una va-
riable aleatoria exponencial. Se resumen las caracteristicas de cada
operador en la tabla a continuacién:

Operador | Velocidad Em tr Nt Precio
Azul 200 Mbps 100 dias 25dias co 100 €
Rojo 300 Mbps  20difas 10 dias 1 100 €

Para cada uno de los siguientes escenarios, se pide (a) modele el
sistema con una Cadena de Markov y (b) calcule el rendimiento en
términos de velocidad media (en Mbps) y disponibilidad (nimero
de dias al afio con acceso a internet):

1. Dos accesos con el operador Azul.
2. Dos accesos con el operador Rojo.

3. Dos accesos, pero uno con cada operador.

Problema 6.15. Un sistema procesa tréfico de control y de datos. Curso 22/23 - parcial
Cada tipo de tréfico llega segtin un proceso de Poisson indepen- Solucién: 1. 80/219; 2. 141 pis; 3. 7/17
diente, a tasa A, = 7 paquetes/ms y A; = 3 paquetes/ms para el
trafico de control y de datos, respectivamente. El tiempo de proce-
sado se puede modelar con una variable aleatoria exponencial, de
media 1/p. = 100 us para los paquetes de control y 1/y; = 200 s
para los paquetes de datos.
En el sistema sélo hay espacio para procesar bien un paquete
de datos o bien hasta dos paquetes de control; en este caso, los
paquetes de control se procesan de forma secuencial. Si durante el
procesado de un paquete de datos llega un paquete de control, el
paquete de datos es descartado y se empieza a procesar el paquete
de control (se trata de un sistema con apropiacién). Si un paquete no
puede acceder al sistema por falta de espacio, es descartado.
Se pide:

1. Probabilidad de que el sistema esté vacio.
2. Retardo medio total del trafico de control.

3. Probabilidad de que un paquete de control que hay sido procesa-
do haya esperado en cola.

Problema 6.16. Sea un conmutador Ethernet con dos puertos de Curso 19/20 - mayo
entrada y uno de salida. Un puerto de entrada recibe tréfico de baja Solucion: 41,3 %; 34,6 ms
prioridad segiin un proceso de Poisson a tasa A} = 20 paquetes/s,

mientras que el otro puerto recibe trafico de alta prioridad segin

otro proceso de Poisson a tasa Ay = 5 paquetes/s. El puerto de

baja prioridad no dispone de espacio en cola, por lo que si llega

un paquete y el servidor del conmutador estd ocupado, entonces el

paquete es descartado. El puerto de alta prioridad si que dispone

de espacio en cola para almacenar un tinico paquete. Sabiendo que

el tiempo de transmisién en el puerto de salida sigue una variable

aleatoria exponencial de media 25 ms,” responda a las siguientes ' Esto es, opera a una tasa de 40 paque-

preguntas. tes/seg
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1. Calcule la utilizacién del sistema (también llamada carga del
servidor), definida como el porcentaje de tiempo que el servidor
estd ocupado.

2. Calcule cudl seria el retardo medio de un paquete de alta priori-
dad, suponiendo que no es rechazado.
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Problemas recomendados

Problema 7.1. Compare el tiempo medio total de estancia en un
sistema de un M/M/1 con el de un M/M/3 pero en el que cada
recurso tiene un tercio de la capacidad. Realice la comparacion para
A =10 llegadas/ms, y; = 30 salidas/ms y pz = 10 salidas/ms.

Problema 7.2. El tiempo que se tarda en atender a un cliente en
una hamburgueseria se puede modelar con una variable aleatoria
exponencial de media 3 minutos. Los clientes llegan segtin un pro-
ceso de Poisson de tasa 30 clientes/hora y forman una tnica fila
hasta ser atendidos. El encargado tiene que decidir si poner dos,
tres o cuatro empleados atendiendo en paralelo, queriendo mini-
mizar el coste bajo la condicién de que el tiempo medio total que
tarda un cliente desde que llega hasta que ha sido atendido sea
menor de 5 minutos. Calcule la mejor solucién.

Problema 7.3. Sea un pequefio aparcamiento ptiblico con cuatro
plazas, al que los usuarios intentan acceder a una tasa de 24 coches
por dia, segtin un proceso de Poisson. El tiempo que permanece

un coche se puede modelar con una variable aleatoria exponencial,
de media dos horas, y los coches no esperan para entrar al aparca-
miento: si se encuentra ocupado, se van. Si un coche paga en media
3 €, calcule los ingresos medios por hora del aparcamiento.

Problema 7.4. Sean dos centrales unidas por 4 circuitos. La pri-
mera recibe llamadas hacia la segunda a una tasa A = 3 llama-
das/minuto. La segunda recibe llamadas hacia la primera a una
tasa tres veces inferior (también de Poisson). La duracién de las
llamadas es exponencial, de media 30 segundos. Si se intenta una
llamada pero estan todos los circuitos ocupados, se pierde. Se pide

1. Llamadas atendidas por unidad de tiempo.

2. Ndmero medio de circuitos ocupados.

Problema 7.5. Una central de comunicaciones da servicio a tres
pueblos (A, B y C) de 1.200, 2.000 y 4.000 habitantes, respectiva-
mente. Se estima que cada habitante realiza, en media, una llamada
cada 30 dias, y que la duracién de estas llamadas se puede modelar
con una v.a. exponencial de media 12 minutos. Si la central puede
cursar como méximo 5 llamadas a la vez, calcule la probabilidad de
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Curso 14/15 - parcial

Solucién: EIM/M/3 es 23/11 veces
mas lento

Curso 12/13 - junio

Solucién: Tres empleados

Curso 13/14 - mayo
Solucién: 19/7 €/h.

Solucién: 1. 76/21; 2. 38/21.

Curso 17/18 - parcial

Solucién: 4/109
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que una llamada sea rechazada desde cada pueblo, indicando las
suposiciones que ha de realizar (use al menos tres decimales, o una
fraccion).

Problema 7.6. Un servidor emplea tres maquinas idénticas pa-

ra servir peticiones web, con una tnica cola de espera. Dicha cola
tiene tamafio infinito, y las peticiones se dirigen a la primera ma-
quina que quede disponible. Las peticiones llegan segtin un proceso
de Poisson de tasa 4 peticiones/segundo, y el tiempo que tarda en
ser servida una peticién se distribuye segtin una variable aleatoria
exponencial de media 500 ms.

1) Calcule, en segundos, el tiempo medio total que se tarda en
atender una peticién.

Suponga ahora que en vez de tres maquinas se emplea una tnica
maquina, pero tres veces mds rapida.

1. ;Cudl seria en estas condiciones el valor del tiempo medio total?

2. Compare los resultados anteriores.

Problemas adicionales

Problema 7.7. Suponga una barra de comida rédpida en la que los
clientes se sientan en uno de los dos taburetes disponibles a comer.
Los clientes llegan segtin un proceso de Poisson de tasa 10 clien-
tes/hora, si no hay taburete disponible se marchan, y el tiempo que
pasan en la barra se puede modelar con una variable aleatoria ex-
ponencial de media 12 minutos. En estas condiciones, cada cliente
paga en media 30 €. El duefio del local se plantea ampliar la barra
con otro taburete, pero cree que los clientes pagarian 5 € menos
cada uno. Calcule: a) la probabilidad de que la barra esté vacia en
las dos situaciones y b) si ganaria mas dinero ampliando la barra.

Problema 7.8. Una pequefia central de comunicaciones da servi-
cio a un municipio de 30.000 habitantes. Se estima que cada habi-
tante realiza, en media, una llamada cada 30 dias, y que la duracién
de estas llamadas se puede modelar con una v.a. exponencial de
media 4 minutos y 30 segundos. Si la central dispone de 6 circuitos,
por lo que puede cursar como maximo 6 llamadas a la vez, calcule:

1. Probabilidad de que una llamada sea rechazada.

2. Numero medio de circuitos ocupados.

Problema 7.9. Se quiere disefiar un sistema para servir un tréafico
de peticiones que sigue un proceso de Poisson a tasa A = 7 peti-
ciones/ms, sabiendo que el tiempo para servir cada peticién si-

gue una variable aleatoria exponencial. Se plantean dos opciones:
(a) emplear un tnico servidor que proporciona un tiempo medio de

Curso 11/12 - parcial
Solucién: 1. 13/18; 2. 1/2.

Curso 13/14 - junio

Solucién: a) 1/5 vs. 3/19; b) si

Curso 17/18 - mayo

Solucién:

Curso 18/19 - parcial
Solucién:
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servicio de t; = 50 microsegundos y que dispone de un espacio ili-
mitado de espera en cola, o (b) emplear cuatro servidores idénticos,
que no disponen de espacio de espera en cola y que proporcionan
un tiempo medio de servicio de t4 = 200 microsegundos. Se pide:

1) Calcule el tiempo medio de estancia en el sistema, tiempo medio
de espera en cola y probabilidad de pérdida de tréfico para la
opcién (a).

2) Calcule el tiempo medio de estancia en el sistema, tiempo medio
de espera en cola y probabilidad de pérdida de trafico para la
opcién (b)

3) Repita los anteriores calculos para A = 15 peticiones/m:s.

Calcule todos los tiempos en ms.

Problema 7.10. Curso 22/23 - parcial
Un sistema recibe un trafico a una tasa A = 100 peticiones/s. Solucion: 1. 100, 91.1, 96 pet/s; 2. 15,
. . .., . . . 20.5, 14 mMS; 3. 9, 12.5, 0 MsS
El tiempo para servir una peticién sigue una variable aleatoria o 1S 39,125

exponencial. Se consideran tres alternativas para disefiar el sistema:

a Un sistema con espacio de espera ilimitado y un tinico recurso
que proporciona un tiempo medio de servicio igual a 6 ms.

b Un sistema con espacio de espera en cola limitado a cuatro peti-
ciones y un tinico recurso que proporciona un tiempo medio de
servicio igual a 8 ms.

¢ Un sistema sin espacio de espera en cola y cuatro recursos en
paralelo. Cada recurso proporciona un tiempo medio de servicio
igual a 14 ms.

Calcule, para cada alternativa:
1. Tréfico cursado medido en peticiones/s.
2. Tiempo medio de estancia en el sistema medido en ms.

3. Tiempo medio de espera en cola medido en ms.

Problema 7.11. Sea un router con dos puertos de salida y un Curso 16/17 - parcial
puerto de entrada al que llegan dos flujos de tréfico independientes Solucién: 0.3 y 0.9; 4 puertos
segun dos procesos de Poisson, a tasas A4 = 1 trama/ms y Ap =

3 tramas/ms. No hay memoria de espera en el router y una trama

es transmitida por el primer puerto de salida que esté disponible.

El tiempo para transmitir una trama se puede modelar segin una

variable aleatoria exponencial de media 1/ = 500 ps.

1. Calcule la probabilidad de pérdida de una trama y el ndmero
medio de tramas de cada flujo en el router.

2. Si se quiere que la probabilidad de pérdida de una trama de tipo
A sea menor del 10 %, jcudntos puertos de salida son necesarios
como minimo?
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Problema 7.12. Sea un sistema M/M/2/4, esto es: hay dos recur- Curso 16/17 - parcial
sos en paralelo y una cola de tamarfio dos unidades. Si A = 4 usua- Solucién: 0.214 ms
rios/ms y y = 2 usuarios/ms, calcule en ms el tiempo medio de

espera en cola.
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Problemas recomendados

Problema 8.1. A un interfaz de transmision llega el agregado de Curso 23/24 - mayo

1250 fuentes independientes de trafico. El tiempo entre llegadas Solucién: 1. 20 us; 2. 0.45; 64 us; 32 us
de cada fuente se distribuye segtn una variable aleatoria (v.a.)

uniformemente distribuida entre 15 ms y 35 ms. La longitud de

los paquetes sigue una v.a. exponencial de media 1 000 bytes. La

velocidad de transmision del interfaz es de 500 Mbps.

1. Considere el proceso agregado. Describa cualitativamente el
tiempo medio entre llegadas y calcule su media en microsegun-
dos.

2. Suponga que el sistema estd vacio y llega un paquete de 1000 by-
tes. Calcule la probabilidad de que el siguiente paquete que
llegue no tenga que esperar.

3. Calcule el tiempo medio de espera en microsegundos para cual-
quier paquete.

4. Suponga ahora que la longitud de los paquetes es constante
en vez de exponencial. Calcule el tiempo medio de espera en
microsegundos.

Problema 8.2. Sea una linea de transmisién a 8o Mbps. A dicha Solucién: 281.32 s, 373.32 ys
linea llega un flujo de 15 tramas/ms, con dos tipos de trama, unas

de longitud fija e igual a 40 bytes, y otras de una longitud que se

puede modelar segtin una variable aleatoria exponencial de media

960 bytes. Hay el mismo ntimero de tramas de un flujo que de otro

y se puede suponer que el agregado se ha realizado al azar. Calcule

el retardo medio total que sufre cada tipo de tréfico.

Problema 8.3. A un nodo llegan tramas TCP segtin un proceso de Curso 10/11 - junio

Poisson de tasa 15 tramas por milisegundo. Una proporcién p de Solucién: 1. 98 %; 2. 1/2; 3. 138.48 yis.
dichas tramas la constituye segmentos de datos TCP, de longitud

constante e igual a 960 bytes, mientras que el resto son asentimien-

tos, de tamarfio fijo 40 bytes. El enlace de salida es de 8o Mbps.

1. Si p =2/3, calcule la ocupacién media del enlace.

2. Sila ocupacién media es del 75 % (o sea, 3/4), calcule p.

31
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3. Suponga ahora que hay tantos segmentos como asentimientos (o
sea, p = 1/2). Calcule el tiempo medio de espera en cola.

Problema 8.4. A un enlace de 400 Mbps llegan tramas segtin un Curso 14/15 - parcial
proceso de Poisson a tasa 2 tramas/usegundo. La longitud de las Solucién: 1. 600 ms; 2. 228 ms, 720 ms,

tramas se distribuye uniformemente entre o y 30 bytes. 556 ms

1. Calcule el retardo medio en ms para atravesar el enlace.

Suponga que se instala un discriminador de tréfico, que clasi-
fica las tramas segun su longitud: las tramas menores de 10 bytes
van a una cola de alta prioridad, y las mayores a una cola de baja
prioridad.

2. Calcule el retardo medio en ms que sufre las tramas mayores y
menores de 10 bytes, y el retardo medio general.

Problema 8.5. Un hogar tiene contratada una tarifa de Internet Curso 17/18 - junio

a 100 Mb/s, que proporciona un router en el que nunca se pro- Solucién: 1. 0.2; 2. 7.6, 23.6, 47.6; 3.
ducen descartes porque tiene una memoria de gran tamafio para 226,483
almacenar tramas. En este hogar sélo existen dos dispositivos que

generen trafico: una PS3 y un PC. Considere que las tramas que ge-

neran la PS3 y el PC siguen una distribucién exponencial, de media

200 Bytes para la PS3 y 500 Bytes para el PC. Ademéds, PS3 y PC ge-

neran tramas segtin un proceso de Poisson de tasa 5 ooo tramas/s y

3 ooo tramas/s, respectivamente. Calcule:

1. La carga del enlace de 100 Mb/s hacia Internet (es decir, el % de
tiempo que estd ocupado el enlace).

2. El retardo de cola y retardo total que sufre cada tipo de trama.

3. Suponiendo que el router prioriza el trafico de la PS3 sobre el del
PC, obtenga el retardo total de cada tipo de trafico.

Problema 8.6. Sea la siguiente red de comunicaciones, donde las Curso 14/15 - parcial

cajas representas switches, cada uno con la velocidad de procesado Solucién: 11/10 ms, 71/120 ms
de tramas indicada (suponga que un switch sélo tiene una CPU) y

la p asociada a cada enlace indica la probabilidad de que una trama

sea re-dirigida en una determinada direccién. Desprecie los tiempos

de transmisién entre switches.

A =1/2
! .40 Mbps Py
p=1/2

p=1/4

p=3/4

Si Ay = 3 tramas/ms, Ap = 4 tramas/ms, y la longitud de todas las
tramas se puede modelar con una variable aleatoria exponencial de
media 1000 bytes, calcule el retardo medio (en ms) para cada uno
de los dos flujos, A1 y As.

Problema 8.7. Sea la red de colas de la Figura 8.1, donde A = 12 usua- Curso 13/14 - mayo

Solucién: 1. 1 s; 2. 5/17
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rios/s. Los tiempos de servicio de cada colason 1/p; =o.1s,
1/pp =0.05sy1/u3 =o0.2s,y las probabilidades son p; = 1/3y
p2 = 1/4.

1) Calcule el tiempo total que pasa en media una trama en el siste-
ma (indique las suposiciones que tiene que hacer para resolver el
problema).

2) Calcule el valor de p; a partir del cual el sistema se congestiona-
ria.

Figura 8.1: Red de colas del Proble-
ma 8.7

Problemas adicionales

Problema 8.8. Sea una linea de transmisién a 100 Mbps con ca- Curso 18/19 - junio
pacidad ilimitada para almacenar tramas en espera. A dicha linea Solucién:

llegan dos flujos: uno de asentimientos de longitud fija e igual a

100 bytes segtin un proceso de Poisson a una tasa de 5 tramas/m:s,

y otro de tramas de datos con una longitud distribuida uniforme-

mente entre o y 1250 bytes segtin otro proceso de Poisson a una

tasa de 10 tramas/ms. Se pide:

1. Seat el tiempo de transmisién de una trama escogida al azar.
Calcule su esperanza (E[t]) y su momento de segundo orden

(E[£]).

2. Calcule el retardo medio en cola (W) y retardo total para el trafi-
co de asentimientos (T4).

3. Repita el calculo anterior si se decide dar prioridad al tréfico de
asentimientos sobre el de datos.

Calcule los retardos en ys.

Problema 8.9. Sea una linea de transmisién a 100 Mbps. A dicha Curso 22/23 - mayo

linea llega un flujo de trafico (“flujo A”) a 50 Mbps compuesto por Solucién: 60 us; 8o us; 95 us
tramas de longitud fija e igual a 500 bytes. Las tramas llegan segtn

un proceso de Poisson.

1. Calcule el retardo medio total que sufren las tramas.

Suponga que al flujo anterior se le afiade otro flujo independien-
te a 10 Mbps (“flujo B”), también de Poisson, compuesto por tramas
con una longitud fija e igual a 1500 bytes.

2. Calcule el nuevo valor del retardo medio total que sufre el flujo
A.
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Suponga ahora que las tramas del flujo B se distribuyen segtin
una variable aleatoria exponencial de media 1500 bytes.

3. Calcule el nuevo valor del retardo medio total que sufre el flujo
A.

Problema 8.10. Sea una red de tres colas en paralelo. Cuando
llega una trama, con probabilidad 1/3 va a un sistema M/M/1
con una tasa de servicio de 8 paquetes/s y abandona la red; con
probabilidad 1/6 va a un sistema M/M/2 donde cada servidor
opera a una tasa 3 paquetes/s y abandona la red; en el resto de
casos va a un sistema M/M/1/1 donde el servidor opera a una
tasa 24 paquetes/s. En el tercer subsistema, los paquetes que se
encuentran el sistema lleno se tiran. Si el proceso de llegadas es de
Poisson a tasa 18 paquetes/s, calcule:

1. Proporcién de paquetes que van a cada subsistema. Proporcion
de paquetes rechazados por el sistema M/M/1/1.

2. Ntumero medio de paquetes en la red.
3. Tiempo medio para atravesar cada sistema y la red.
Problema 8.11. Sea la red de colas representada en la figura,

donde en cada sistema hay un tinico recurso, el proceso de llegadas
es de Poisson y los tiempos de servicio son exponenciales.

Se tiene que:
= p1= 1/5, p2 = 1/2, p3 = 1/2

= A = 4 tramas/s, 43 = 8 tramas/s, yp = 4 tramas/s, yz = 2
tramas/s

Se pide:
1. Calcule el tiempo medio para atravesar cada sistema.

2. Calcule el tiempo medio total en atravesar la red.

Problema 8.12. Sea la red de colas de la figura, compuesta por
tres sistemas (A, B y C) con capacidad infinita para almacenar peti-
ciones, a la que llega un tréfico segiin un proceso de Poisson a tasa
A = 200 peticiones/s. En dicha figura, p representa la probabilidad
de que una peticién que llega “salte” al sistema B, y g representa
la probabilidad de que una peticién pase por el sistema C tras ser
servida en B. El sistema A cuenta con dos servidores para aten-
der peticiones, el sistema B con tres servidores, y el sistema C con

Curso 15/16 - mayo

Solucién: 0.296 s

Curso 11/12 - mayo

Solucién: 1. 1/4s,15,15;2.5/4s.

Figura 8.2: Red de colas

Curso 18/19 - mayo

Solucién: 1. 200, 250 y 50 pet/s; 2. 4,76
ms, 4,18 ms y 5 ms; 3. 11,24 ms.
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un tnico servidor. El tiempo para atender una peticién se puede
modelar con una variable aleatoria exponencial de media 4 ms.

Sabiendo que p =1/4y q = 1/5, calcule:

1. Tasa de peticiones que llega a cada sistema A, B y C (en peticio-
nes/s).

2. Tiempo medio para atravesar cada sistema (en ms).

3. Tiempo medio para atravesar la red (en ms).
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