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UNA INTRODUCCION AMABLE A
LA TEORiA DE COLAS

P. Serrano, J. A. Herndndez
Universidad Carlos III de Madrid

Repaso de estadistica y probabilidad

SE DICE QUE EL TRATAMIENTO MODERNO de la probabilidad nace
cuando Antoine Gombaud, conocido como Caballero de Méré planted
a Blaise Pascal el siguiente problema: «;Qué es mas probable, sacar
al menos un seis en cuatro tiradas de un dado, o sacar al menos un
doble seis en veinticuatro tiradas de dos dados?» La motivacién del
problema es que De Méré era un gran aficionado a las apuestas, y
dadas unas posibilidades para apostar, deseaba saber las ganancias
esperables con cada una antes de escoger la mejor opcién.”

En el contexto del problema planteado se pueden realizar (al
menos) dos tipos de andlisis

= Describir cuantitativamente el comportamiento de un dado,
con objeto de «caracterizar» mediante una serie de andlisis y
variables su incertidumbre: de esto trata la estadistica descriptiva.

= Predecir cémo de «esperable» es un determinado resultado,
partiendo de un modelo del comportamiento de los dados: de
esto trata la teoria de la probabilidad.

Por lo tanto, se podria decir que la estadistica descriptiva parte
de un conjunto de datos para estimar un modelo de comportamien-
to, mientras que la teoria de la probabilidad parte de unos modelos
de comportamiento dados para predecir el futuro.

Estadistica descriptiva

Sea una serie de n observaciones O = {0;}! ; numéricas de un
determinado suceso gobernado por el azar, esto es, de una variable
aleatoria. A continuacién se describen algunas de las principales
herramientas que pueden emplearse para caracterizar dicha serie O.

Histograma

El histograma consiste en una representacion grafica en forma
de barras, donde el eje horizontal (de abscisas) abarca el conjunto
de posibles valores de O (al menos, entre su minimo y su méximo),
y la altura de cada barra indica bien la frecuencia relativa del con-
junto de datos que abarca su base, bien el niimero total de muestras
que quedan en dicha base.

* Su razonamiento (incorrecto) era el
siguiente: en el primer caso, la proba-
bilidad de un seis es de 1/6, por lo que
en cuatro tiradas la probabilidad sera
de 4x1/6, esto es, 2/3. En el segundo
caso, la probabilidad de un doble seis
es de 1/36, por lo que en veinticua-

tro tiradas dicha probabilidad sera
24x1/36, estoes, 2/3
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Ejemplo 1.1. Veinte tiradas consecutivas de un dado (de seis caras)
arrojan los siguientes resultados

X={3,1,6,3,4,2,4,52,1,1,2,2,4,6,5,4,4,3,1}.

Un histograma correspondiente a dicho conjunto X es el repre-
sentado en la Figura 1.1 al margen, donde la altura de cada barra
indica el nimero de muestras que caen en dicha base.

EL HISTOGRAMA ES UNO DE LOS ANALISIS que menos informacion
descarta sobre un conjunto de datos, aunque descarta cualquier
tipo de informacién sobre su orden: or ejemplo, los conjuntos de
datos X; = {0,0,0,1,1,1} y X, = {0,1,0,1,0,1} tienen el mismo
histograma. A continuacién, se presentan descriptores numéricos
del conjunto de datos, que proporcionan otras caracterizaciones
parciales del mismo.

Moda, mediana y percentiles

A partir del histograma (aunque no necesariamente), se pueden
obtener dos descriptores del conjunto de datos:

= La moda, que es el valor que maés se repite.

» La mediana, que es el valor tal que la mitad del conjunto de datos
queda por debajo del mismo (y, por lo tanto, la otra mitad queda
por encima).

Para el conjunto de datos X del Ejemplo 1.1, se puede deducir
facilmente que la moda es 4, dado que se corresponde con la barra
mads alta segtin la Figura 1.1. Para obtener la mediana, se puede
acudir al histograma acumulado: partiendo de la misma divisién
del histograma original, en cada conjunto de datos se cuentan las
muestras correspondientes a dicho conjunto y todas las muestras
anteriores (por lo que el valor de la tltima barra serd el ntimero
total de muestras n). El valor que coincida con la mitad del ndmero
de muestras (esto es, 11/2) serd la mediana, lo que para el caso del
Ejemplo 1.1, segtin se aprecia en la Figura 1.2, es el 3.

SI EL CONJUNTO DE DATOS DADO REPRESENTA una serie de valo-
res, y es necesario realizar una «prediccién» sobre el siguiente valor,
la moda podria ser un buen candidato dado que parece ser el valor
mas frecuente; la mediana podria ser otro candidato razonable, dado
que se queda «a la mitad» del conjunto de datos observado.

Como se ha visto, para calcular la mediana basta con ordenar
el conjunto de datos de menor a mayor e identificar el elemento
central del mismo. De forma anéloga, se pueden definir diversos
percentiles, en funcién del ntimero de observaciones que queden
por debajo del elemento: el percentil 25 (Pp5) es aquel elemento
mayor que el 25 % de las muestras, el percentil 50 coincide con la
mediana, el percentil 75 es aquel valor mayor que el 75 % de las

1 2 3 4 5
Figura 1.1: Histograma del conjunto de
datos X del Ejemplo 1.1.

20 «

15 +

10 +

1 2 3 4 5
Figura 1.2: Histograma acumulado del
conjunto de datos X del Ejemplo 1.1.
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observaciones, etc. A estos percentiles también se les conoce como
primer, segundo y tercer cuartil, respectivamente, dado que dividen
el conjunto de datos en cuatro partes proporcionalmente iguales, y
se representan como Qi, Q> y Q3. Mediante el uso de los percen-
tiles adecuados se puede tener una cierta idea de la dispersiéon de
los datos. En concreto, el rango intercuartil (RQ) se define como la

diferencia entre el tercer y el primer cuartil.
15 |
Ejemplo 1.2. Sea otra vez el caso del vector X del Ejemplo 1.1, de
valor 10 |
X=1{316,3,4,2,4,52,1,1,2,2,4,6,5,4,4,3,1}.
El valor de Q, como se ha visto, corresponde con la mediana, 571
y se puede obtener facilmente con el histograma acumulado: basta

con identificar el valor que divide por la mitad el conjunto orde- : : ‘ :

1 2 3 4 5

Repeticién de la Figura 1.2: Histogra-
ma acumulado de X.

nado de muestras. Dado que hay 20 muestras, dicha mitad es el
niimero 10 y por lo tanto Q, = 3 (véase figura al margen). El primer
cuartil Qq es a su vez la mediana de la primera mitad de valores,
mientras que el tercer cuartil Q3 es la mediana de la segunda mitad
de valores. Por lo tanto, Q1 = 2 y Q3 = 4. El rango intercuartil seria,
por lo tanto, RQ = 2.

DE FORMA PARECIDA AL CASO del histograma, aunque mds se-
vera, tanto la moda como la mediana no sirven para caracterizar
inequivocamente un conjunto de datos: por ejemplo, los conjuntos

Oy = {5,1,5,100}
O, = {4,5,5,6}

tienen el mismo valor de mediana y moda.

Media

Otro pardmetro muy usado para describir el conjunto de datos es
la media (o media aritmética), que se obtiene de calcular

1
EZOZ

0,€0

(1>

0

Si una determinada observacién o; se repite n; veces, el célculo se
puede expresar como

i
0i,

SRS

n
o=
i=1

donde 1;/n coincide con la frecuencia relativa de la observacién o;
(esto es, nliimero de veces que aparece o; entre el total de observa-
ciones).

Ejemplo 1.3. Sea un equipo de fiitbol que, durante 10 jornadas,
marca los siguientes goles:

G ={3,3,4,2,0,2,4,3,0,4}
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En estas 10 jornadas, la media del niimero de goles marcados es:

34+3+4+2+2+4+3+4

G= 10

2.5.
que se representa en la Figura 1.3.

LA MEDIA DE UN SUBCONJUNTO DE LAS OBSERVACIONES, que
viene definido por una condicién expresada sobre el conjunto global,
se denomina media condicionada. Si Oc C O es el subconjunto de O

que cumple con la condicién C, con m elementos, entonces la media
condicionada viene dada por

_ 1
oc=— Y. o
0;€0¢

Ejemplo 1.4. Sea el caso del Ejemplo 1.3. A partir del conjunto de
goles G se puede hacer el subconjunto de los resultados en los que
el equipo marcé al menos un gol, esto es

Gg>0 = {3/ 3/ 4/ 2/ 2/ 4/ 3/4}/

cuya media viene dada por

3+3+4+2+2+4+3+4
Gg>0 = 3 = 3.125.

A DIFERENCIA DE LA MEDIANA Y LA MODA, que s6lo se basan en
las frecuencias relativas de cada valor, y son un valor del conjunto
de datos, la media multiplica cada valor por su frecuencia relativa,
por lo que en general no coincide con un valor del conjunto (en el
caso del Ejemplo 1.4 anterior, los goles sélo pueden ser niimeros
naturales). La media es el niimero que minimiza la distancia a los
datos,? de ahi su utilidad para predecir el comportamiento de una
variable aleatoria (como se ilustra en la Figura 1.3, donde los goles
aparecen «alrededor» del valor indicado por la media).

Varianza y desviacion tipica

De forma similar al rango intercuartil, las métricas de varianza
y desviacion tipica aportan informacién sobre la dispersién del con-
junto de datos observado. Para ello, realizan un calculo a partir de
las distancias entre cada muestra y valor medio del conjunto. La
varianza, que se representa como ¢, es la media del cuadrado de la
distancia entre cada muestra o; y la media o,

(0; —0)?,

qI\)

Il
|-
AM:

1

por lo que tiene como unidad el cuadrado de la unidad del conjun-
to de muestras. La desviacién tipica o emplea la misma unidad que

5%
41 o (6] o
31 o o o
2+ (¢) (¢]
14
— — >

1 23 45 6 7 8 910
Figura 1.3: Goles y media del equipo

del Ejemplo 1.3

2 Esto es, la media coincide con

0 =mi
x€

R

|~

M:

1

1

(0i —x)
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dicho conjunto, dado que se calcula como la raiz cuadrada de la
varianza:

o2 = Vo2,

Para el caso del Ejemplo 1.3, la desviacién tipica es ¢ ~ 1,51 go-
les y 0% = 2,78 goles x goles (cuesta encontrar una interpretacion
para la unidad «goles?»).

Definicion de probabilidad

Cuando se estd tratando con un suceso aleatorio, la estadistica
descriptiva sirve para realizar un andlisis a posteriori de los resul-
tados obtenidos. Por contra, la teorfa de la probabilidad se emplea
para estimar a priori los resultados que se esperan obtener.

Desde el punto de vista cldsico, la probabilidad de un suceso
es una variable que representa su frecuencia relativa (en un ex-
perimento controlado): para el caso de una moneda, decir que la
«probabilidad de que salga cara» sea 1/2 significa que en, p.ej.,
mil lanzamientos, la cantidad de veces que saldré cara serd muy
proxima a quinientos.

Ejemplo 1.5. Sea el caso de un equipo de fatbol (FCB) con las es-
tadisticas indicadas en la Tabla 1.1 al margen, para un histérico de
1000 partidos. En dicha tabla se indica el ndmero de partidos ga-
nados, empatados y perdidos por dicho equipo, distinguiéndose
también entre cuando se enfrenta a otro equipo (RMA) y contra el
resto de equipos.

Considerando los resultados globales, el resultado «ganar» apa-
rece en 900 de los 1000 experimentos. En este contexto, cuando se
dice que el equipo FCB tiene una probabilidad de 0,9 (o del 9o %)
de ganar un partido, se estd suponiendo que cada partido es un
«experimento» independiente y que la probabilidad del evento
«ganar» se corresponde con la frecuencia relativa medida de dicho
evento. De esta forma, se parte de la estadistica descriptiva de los
resultados del equipo de fuitbol para construir un modelo que per-
mita predecir (o explicar) su comportamiento, segtin la teoria de la
probabilidad

DADO QUE LA INTERPRETACION CLASICA DE LA PROBABILIDAD
no se ajusta a todos los casos en que aparece dicho término, p.ej.
cuando el experimento no es repetible, aparece una definicién sub-
jetiva de la misma: la probabilidad de un suceso es un nimero que
se emplea para estimar la posibilidad de que dicho suceso ocurra,
donde 0 representa su imposibilidad y 1 la absoluta certeza. Se defi-
ne la probabilidad complementaria de un suceso A como la proba-
bilidad de que dicho suceso no tenga lugar. Si Pr(A) representa la
probabilidad del suceso A, su probabilidad complementaria es

Pr(-=A) £1—Pr(A).

[ Resultado [ Total [ vs. RMA  Resto
Ganar 900 5 895
Empatar 65 10 55
Perder 35 15 20
Total 1000 30 970

Tabla 1.1: Resultados de un equipo

FCB al jugar contra el resto de equipos
y contra el RMA.
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Variables aleatorias discretas

De momento, se considerard que el conjunto de posibles resul-
tados es un espacio muestral contable, esto es, el caso de variables
aleatorias discretas. A cada uno de los elementos de dicho conjunto S
se le asigna una «probabilidad»,3 representada como Pr(s;), s; € S,
que debe cumplir las siguientes propiedades

0<Pr(s;) <1

Y Pr(s;)) =1

Ejemplo 1.6. Tirar un dado es un suceso aleatorio, y el nimero que
salga es el resultado de un experimento. El resultado de una tirada
de un dado es una observacién. El conjunto de todas las posibles
observaciones es el espacio muestral. Para el caso de un dado de seis
caras, dicho espacio 5 es

S ={1,2,3,4,56}

Si el dado estd debidamente equilibrado, se puede suponer que
la probabilidad de cada resultado es la misma, esto es, Pr(s;) = 1/6
para todos los eventos. Con un ndmero muy elevado de experi-
mentos, la proporcién de veces que se obtiene un determinado
resultado se aproximard a dicha probabilidad.

La memoria en una variable aleatoria

Uno de los primeros «desencuentros» entre intuicion y realidad
suele estar relacionado con la memoria (més bien, su ausencia) en
un experimento aleatorio, como p. €j. el lanzamiento del dado o
una moneda. En este tiltimo caso, atin sabiendo que las probabili-
dades de cara y cruz son idénticas, si resulta que p. €j. cinco lanza-
mientos consecutivos son caras, la «intuicién» lleva a pensar que el
siguiente lanzamiento tiene que ser cruz. Sin embargo, la moneda
no dispone de esta «<memoria» del proceso aleatorio, por lo que la
probabilidad de cara (o cruz) es la misma que en cada lanzamiento.

Sea X, el resultado del lanzamiento enésimo, donde H indica
cara y T indica cruz.# La probabilidad de que el sexto lanzamiento
sea cara, sabiendo que los anteriores lanzamientos también ha sido
cara,” se puede representar como

Pr(Xe=H|X; =H,Xo = H X3 = H,Xy = H X5 = H),

que se trata de una probabilidad condicionada, donde la barra | se-
para el evento «de interés» (izquierda) de la condicién dada (dere-
cha).® El hecho de que los lanzamientos no tengan memoria supone
que, independientemente del niimero y resultado de los lanzamien-
tos anteriores, la probabilidad de obtener cara es siempre la misma,
esto es

1
Pr(Xo = H [ {X; = H;}};) = Pr(Xe = H) = 5

3La S es por el nombre en inglés,
sample space.

4 Por sus nombres en inglés, esto es,
heads and tails.

5No hay que confundir esta probabi-
lidad con la probabilidad de obtener
una secuencia de 6 caras, mucho
menor.

¢ La probabilidad condicionada se
define formalmente en la siguiente
seccién
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lo que se cumplira para cualquier lanzamiento m y conjunto de
posibles resultados anteriores {Ri}lm:_ll.

No todos los procesos aleatorios carecen de memoria. Para el
caso del «juego» de la ruleta rusa, si no se hace rodar el tambor en
cada intento, la probabilidad de que al apretar el gatillo el arma
dispare no seria constante a lo largo del tiempo, sino que va au-
mentando segtn el turno (compdrense las Figuras 1.4 y 1.5). Si Xj
es el resultado del turno n-ésimo, 0 representa que no hubo disparo
y 1 que si lo hubo, se tendra que la probabilidad de que en el quin-
to turno haya un disparo (sabiendo que en los cuatro anteriores no
lo hubo) es mayor que la probabilidad de un disparo en el primer
intento:

PI'(X5 =1 | X1 :0,X2 :O,X3:O,X4:0) >P1‘(X1 :1)

por lo que dicha variable aleatoria si que posee memoria.

Probabilidad condicionada

Cuando se consideran varios eventos, para averiguar si existe
relacién entre ellos se puede analizar cémo se produce uno de los
mismos, cuando «se fija» un valor particular en el otro: por ejemplo,
para el caso de un equipo de futbol (Ejemplo 1.1), se puede analizar
con qué frecuencia se produce el evento «Ganar» en funcién de si
se juega contra el equipo RMA o contra otro equipo; al lanzar dos
dados, se puede analizar si el valor que se obtiene en uno de ellos
cuando en el otro se obtiene un determinado ntiimero.

La probabilidad del evento A condicionada al evento B se define

como
Pr(ANB) _ Pr(A,B)

Pr(B) Pr(B) '
donde Pr(A N B) representa la probabilidad de que sucedan A y B

Pr(A|B) £

(el suceso conjunto). Por simplificar la notacién, en general se susti-
tuira el simbolo de interseccién (N) por una sencilla coma (como se
ha realizado en la ecuacién anterior), quedando esta probabilidad
representada como Pr(A, B).

Ejemplo 1.7. Sea el caso de dos dados, A y B, que se tiran a la vez
1750 veces, con los resultados de la Tabla 1.2. La probabilidad de
sacar un 4 con el dado A cuando sale un 3 en el dado B se expresa-
ria como:

Pr(A=4,B=3)
Pr(B=3) '
que precisa: (i) por una parte, calcular la frecuencia relativa del

Pr(A=4|B=3)=

evento
Pr(A =4,B = 3) ,

que sucede en 40 de los 1750 casos (segin se aprecia en la tabla), y
(ii) por otra parte, calcular la frecuencia relativa del evento

Pr(B=23),

? ?
>
? ?

Figura 1.4: En un primer momento,
la probabilidad de que la bala esté en
cualquier hueco es de uno entre seis.

>
Figura 1.5: En esta variante del juego,

tras cuatro disparos la probabilidad ha
cambiado notablemente.

B
Al o 3 4 5 6
1|45 45 43 41 49 58
2 |58 55 42 49 49 44
3 |53 47 40 44 44 45
4 | 47 60 40 48 58 46
5 |51 59 57 50 41 54
6 |45 56 42 60 48 53

Tabla 1.2: Resultado de lanzar 1750
veces los dados A y B.
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que sucede en 43+42+40+40+57+42=264 casos. Por lo tanto,

40/1750 40 10

que es similar a la probabilidad de que el dado A saque un 4:

47+60+40+48+58 +46 299
1750 ~ 1750

Pr(A=4) = ~ 0,166,

lo que, como se vera mds adelante, no es casualidad.
Ejemplo 1.8. Sea otra vez el caso del Ejemplo 1.5, con los 1000

partidos del equipo FCB resumidos al margen, donde se supone
que las frecuencias relativas sirven para modelar el sistema con

probabilidades.
La probabilidad de que el equipo FCB gane se estimé como
900 9
Pr(CG) = 1500 = 10~

bastante préxima a la unidad. También se puede calcular la proba-
bilidad de que FCB juegue contra RMA, que se obtiene como

30 3

La probabilidad de que un partido sea una victoria contra RMA
se obtiene como

5 1

Pr(G,RMA) = 105 = 505/

mientras que la probabilidad de ganar condicionada a jugar contra
el RMA (o, lo que es lo mismo, la probabilidad de que un partido
contra RMA sea una victoria) se calcula como

Pr(G,RMA) _ 1/200

Pr(GIRMA) = =5 Rpa) ~ 37100 —

1/6,

que es mucho menor que Pr(G), la probabilidad de ganar sin dis-
tinguir entre equipos.” Este resultado implica que la probabilidad
de ganar depende del equipo contra el que se juegue.

Distribucién marginal

Como se ha visto en los ejemplos anteriores, a veces se dispone
de informacién desglosada sobre dos tipos de eventos diferentes,
pero se precisa Gnicamente caracterizar el comportamiento de uno
de ellos. En una situacién con dos variables aleatorias, X e Y, la
distribucién marginal de X se define como la distribucién de dicha
variable sin hacer referencia a la otra variable Y, y se obtiene direc-
tamente para cualquier valor x como

Pr(X=1x) =Y Pr(X =xY =y)
Y

[ Resultado [ Total [ vs. RMA  Resto
Ganar 900 5 895
Empatar 65 10 55
Perder 35 15 20
Total 1000 30 970

Repeticién de la Tabla 1.1

7 Otra forma de calcular Pr(G | RMA)
consiste en considerar tinicamente los
resultados de la columna «vs. RMA»

de la tabla, de lo que se obtiene

Pr(G | RMA) =

5

30

1/6.
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Ejemplo 1.9. Siguiendo con el caso de los dados del Ejemplo 1.7,
el nimero de veces que con el dado A sesacéunt, 2, ..., 6es,
respectivamente, 281, 297, 273, 299, 300 y 300, segln se representa
en la Tabla 1.3. Dividiendo estos valores por el ntimero total de
lanzamientos (1750), se puede estimar la distribucién marginal de
los resultados del dado A:

Pr(A) = {0.161, 0.169, 0.156, 0.171, 0.171, 0.171} ,

todos ellos valores muy préximos a 1/6, como era de esperar.

A B
1 2 3 4 5 6
1| 45 45 43 41 49 58| 281
2 | 58 55 42 49 49 44| 297
3| 53 47 40 44 44 45| 273
4 | 47 60 40 48 58 46| 299
5| 51 59 57 50 41 54| 300
6 | 45 56 42 60 48 53| 300
299 322 264 293 298 300 | 1750
Independencia

Como se ha indicado, la probabilidad condicionada permite
identificar si los diferentes tipos de eventos en un conjunto de ob-
servaciones estan relacionados entre si: en el caso del Ejemplo 1.8
se ha comprobado que la probabilidad de ganar un partido depen-
de del contrincante, mientras que en el Ejemplo 1.9 se aprecia que
los resultados de un dado no dependen de los de otro dado. Este
tipo de andlisis permiten definir la independencia entre diferentes
eventos, como se hace a continuacién.

Dos sucesos son independientes si el hecho de que uno suceda no
afecta a que se pueda producir el otro: si A y B son independientes,
la probabilidad de que A se produzca no varia en funcién de que
B se haya producido o no (esto es, de que se considere B como
condicién). Por lo tanto, la probabilidad condicionada permite
comprobar si A y B son independientes, dado que en tal caso se
tiene que cumplir que

Pr(A|B) =Pr(A),

lo que no ocurre en el caso del futbol (Ejemplo 1.8), pero si en el de
los dados (Ejemplo 1.7).

No se debe confundir independencia con exclusién: dos even-
tos A y B son mutuamente excluyentes si resulta imposible que
sucedan conjuntamente:

Pr(ANB) =Pr(A,B)=0
de lo que se deduce que la probabilidad condicionada es

Pr(A, B)

Pr(4 | B) = "5

:O,

Tabla 1.3: Resultado de lanzar los
dados (mismos valores que en la Ta-
bla 1.2), incluyendo los valores totales
para el dado A (tltima columna) y
para el dado B (dltima fila).
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lo que no coincide con la definicién de independencia.

Ejemplo 1.10. Los eventos «cara» y «cruz» de una moneda son
mutuamente excluyentes, ya que el hecho de que se produzca uno
implica que el otro no se ha producido (por lo que no son inde-
pendientes). Un jugador que nunca marcase un gol al equipo RMA
implicaria que el evento «marcar gol» no es independiente del
evento «jugar contra RMA», lo que permite deducir, p. ej., que si el
jugador ha marcado un gol es que 1o jugaba contra dicho equipo
(lo que ilustra que son eventos dependientes).

Muiltiples condiciones - regla de la cadena (*)

Se pueden aplicar las reglas de la probabilidad condicionada
para desarrollar relaciones con varias condiciones. Sea el caso de
tres eventos A, B y C. Suponiendo que la condicién sea C, se puede
escribir la probabilidad de A, B condicionada a C como

Pr(A,B,C)

Pr(4,B|C) = —

mientras que suponiendo la condicién sea B, C, se puede escribir
que
Pr(A,B,C) =Pr(A | B,C)Pr(B,C)

Aplicando esta ecuacién en el numerador de la expresién ante-
rior, se tiene

Pr(A | B,C)Pr(B,C)

Pr(A,B|C) = Pr(C)

que por definicién de probabilidad de B condicionada a C, resulta
Pr(A,B|C)=Pr(A|B,C)Pr(B|C)

En un caso general, se puede aplicar la regla de la cadena o regla
del producto general:

Pr(X1, X, X3, Xy) = Pr(Xq | X2, X3, X4) Pr(X2, X3, X4)
= P]T(Xl | X2, Xg, X4) P]T(Xz | X3, X4) Pr(Xg, X4)
= Pr(Xq | X5, X3, Xy4) Pr(X2 | X3, X4) Pr(X3 | X4) Pr(X4)

Propiedades de la probabilidad

Dados dos sucesos A y B, la probabilidad de que alguno de los
dos suceda se obtiene como (Figura 1.6 al margen)

Pr(AUB) = Pr(A) 4+ Pr(B) — Pr(A, B).
Si Ay B son excluyentes, se ha visto que entonces

Figura 1.6: La probabilidad de A o B
Pr(A, B) — Pr(A | B) Pr(B) =0, debe tener en cuenta el caso conjunto.
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por lo que queda
Pr(AUB) = Pr(A) + Pr(B) — Pr(A, B) = Pr(A) + Pr(B).

Si Ay B son independientes, la probabilidad del suceso conjunto
viene dada por

Pr(ANB) =Pr(A,B) =Pr(A | B)Pr(B) = Pr(A) Pr(B).

Ejemplo 1.11. La probabilidad de que un dado saque un cinco o un
niimero par, dado que son eventos excluyentes, viene dada por
1 1 2

Pr(5 U par) = Pr(5) —|—Pr(par) = ) = 3

La probabilidad de que salga un nimero par o un valor mayor
que tres serfa

11 2 2
PI‘(> 3 U par) = Pr(> 3) +Pr(par) —PI‘(> 3N par) = 5 + 5 — 5 = 3
Ley de la probabilidad total
Si {B;} es una particién del espacio de eventos,® la distribucién 8 Una particién de un conjunto A es
: £ Arrrn i una coleccién de subconjuntos de
marginal '(p.agma 12) se puede expresar en términos de la probabili A que (i) su union da lugar a A, y
dad condicionada (ii) los subconjuntos son disjuntos dos
a dos. Por ejemplo, dado el conjunto
PI‘(A) — Zpr(A, Bi) — ZPI-(A | Bi) PI‘(Bi) S = {1,2,3,4}, Una particién serfa los
i i

subconjuntos S; = {1,2} y S, = {3,4},
mientras que los subconjuntos Sy =

Segtin como sea de compleja la particién, serd recomendable com- {1,2,3} y Sy = {3,4} no serfan una

. , articién de S.
probar que cumple todos los casos de interés, esto es P

ZPr(Bi) =1

Ejemplo 1.12. En el caso del fiitbol, el subconjunto «vs. RMA» y

Resultado [ Total [ vs. RMA  Resto

«Resto» constituyen una particién del espacio de eventos «Total». A

Ganar 900 5 895
partir de esto, la probabilidad de ganar se puede expresar como Empatar 65 10 55
Perder 35 15 20
Total 1000 30 970

Pr(G) = Pr(G | vs. RMA) Pr(vs. RMA) + Pr(G | Resto) Pr(Resto)

que queda
5 30 895970 900

Pr(G) = 357000 T 9707000 — 1000 ’
como era de esperar.

LA LEY DE LA PROBABILIDAD TOTAL PERMITE en varias ocasiones
reducir la complejidad de un problema planteado, a base de reali-
zar una particién de dicho espacio, y calcular resultados parciales
sobre el mismo.
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Ejemplo 1.13. Suponga que una maquina A genera un nimero en-
tero al azar, entre 1 y 5, y que otra maquina B genera otro ndmero
entre 1y 3. Para calcular la probabilidad de que el ntimero gene-
rado por B (1) sea mayor o igual que el generado por A (1), se
puede emplear el diagrama de la figura, en el que todos los casos
tienen la misma probabilidad (suponiendo que las mdquinas se
comporten de forma independiente):

_11
5 3

Para calcular Pr(n, > n,), por la sencillez del ejemplo, resulta

Pr(n, = x,np, =y) = Pr(n, = x) Pr(n, =y) =1/15

inmediato contar el niimero de casos «favorables» (circulos negros,
seis) sobre el total de casos (quince), lo que se obtiene

Pr(ny, > n,) =6/15=2/5.

Empleando la ley de la probabilidad total, se puede resolver
realizando la particién sobre cada uno de los posibles resultados
que arroja la méquina A, llegandose al mismo resultado:

5
Y Pr(ny > nglng = x) Pr(n, = x) (1.1)

x=1

Pr(ny > ny)

3
= Y Pr(my > gl = x)% — (14+2/3+1/3)-

x=1

a1l =

Suma de variables aleatorias independientes

Gracias a la ley de la probabilidad total, se puede calcular la dis-
tribucién de probabilidades de la suma de dos variables aleatorias
independientes, a partir de la distribuciéon de las mismas. Sean dos
variables aleatorias independientes 1, y n;,. Lo que se persigue es
calcular la probabilidad de que su suma tenga cualquier posible
valor x, esto es,

Pr(ng +n, = x), Vx € [minn, + minny,, maxn, + maxny|

Condicionando a los posibles valores que pueda tomar 7y, dicho
calculo se puede expresar como

Pr(na +ny = x) = ZPI‘(?’lu +ny,=x | ny = y) Pr(nb — ]/)
y
= ZPI(”H =x—y)Pr(n, =y), (1.2)
y

de lo que resulta que la distribuciéon de probabilidades de la suma
de dos variables aleatorias es la convolucién de las distribuciones de
probabilidad de las variables aleatorias.

Ejemplo 1.14. Para el caso de las variables n, y n;, del Ejemplo 1.13,
n, puede tomar los siguientes valores, todos ellos con igual proba-
bilidad

n, ={1,2,3,4,5}

=2/5.

35 © ) ) ) )
2 ) ) ) ) )
m
1 ) ) ) ) )
1 2 3 4 5
A

Figura 1.7: Probabilidad de que la
maquina B genere un ntimero mayor o
igual que la maquina A.
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mientras que 7, puede tomar los siguientes valores, también equi-
probables
np, =4{1,2,3}.

Por lo tanto, su suma tomara n, + n; valores entre 2 y 8.
Resulta inmediato calcular la probabilidad de que su suma valga
2 (el minimo), ya que al ser variables aleatorias independientes, se
deduce que
1
Pr(ng, +mny, =2) =Pr(n, =1)Pr(n, =1) = 5
Para calcular la probabilidad de que la suma valga p.ej. 4, el
desarrollo de (1.2) resulta en

Pr(n, +n, =4) =Pr(n, = 3)Pr(n, = 1)+
= Pr(n, =2)Pr(n, =2)+
1
=Pr(n, =1)Pr(n, =3) = 5
Realizando el célculo para todos los posibles valores de la suma
se obtiene el resultado de la Figura 1.8, donde se puede comprobar
que la distribucién de n, + n;, se corresponde con la convolucién de
las distribuciones de n, y ny,.

Momentos y esperanzas

La media y la varianza muestrales, vistas anteriormente (paginas
7 vy 8, respectivamente), son variables que persiguen caracterizar
con una tnica cifra la forma del conjunto de datos. Un «momento»
es una generalizacion de estas variables, consistente en un valor
numérico que describe como una serie de valores se distribuye alre-
dedor de uno que se toma como referencia. En general, el momento
de orden n respecto al valor ¢ se define como

pn(c) £ ) (xi — )" Pr(x;)

esto es, se realiza la suma de una «transformacién» de cada posible
valor x; de la variable aleatoria X y se multiplica por su proba-
bilidad Pr(x;). Ponderar el valor de cada transformacién por la
probabilidad también se conoce como calcular la esperanza de di-
cha transformacién, por lo que el momento de orden n respecto al
valor ¢ también se puede expresar como

E[(X = ¢)"] = pn(c)

Si el valor de referencia es el 0, se trata de un momento estandar

(o centrado respecto al origen). En funcién de los valores de n y ¢ se

pueden definir diferentes momentos:

= La media o esperanza matematica es el momento de primer
orden respecto al origen, esto es,

Pr(n,)
0,3
0,2
0,1

Pr(n;)
0,3
0,2
0,1

Pr(n,) + Pr(ny)
0,3
0,2
0,1 T

2 3 4 5 6 7
Figura 1.8: Funciones de masa de
probabilidad de n, (superior), n,
(medio) y de su suma (inferior).

e
( J

o Y
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n=E[X] =) xPr(x),
y pretende representar la «tendencia» del conjunto de valores de la
distribucion.

= El momento de segundo orden se expresaria como,

2 2
Ho = E[X°] =) x} Pr(xi),
y se trata de una suma de términos estrictamente positivos, propor-
cionando una idea de la «amplitud» de los valores de la variable

aleatoria.9 9 Puede interpretarse como la energia
de una determinada variable.
= La varianza se define como el momento de segundo orden res-

pecto a la media,

o2 = pa(p) = E[(X — E[X])?] = }(x; — p)* Pr(x1),
y mide también la «amplitud» de la separacion entre cada posible

valor y la media, proporcionando una medida de dispersién.'® La  Que puede interpretarse como la
componente alterna de la energfa de una

desviacién tipica, como se ha visto anteriormente, consiste en la - ‘
determinada variable.

raiz cuadrada de la varianza.
Propiedades

Si X es una variable aleatoria y k una constante, a partir de las
definiciones anteriores se pueden deducir las siguientes propieda-

des:
E[kX] = KE[X]
E[(kX)?] = KE[X?]
E[X?] = E[X]? + ¢*(X) (1.3)

La expresion (1.3) es particularmente destacable, ya que relaciona el
momento de segundo orden con el de primer orden y la varianza,

permitiendo calcular uno en funcién de los otros.™* 1 Puede interpretarse, ademas, como
que la energia total de una variable

Si X e Y son dos variables aleatorias (independientes, o no), se
(momento de segundo orden) es

tiene que la media de su suma coincide con la suma de las medias igual a la suma de la energa de la
componente continua (la esperanza
IE‘[X + Y] = IE‘[X] +E [Y] al cuadrado) més la energifa de la

. . . L. . componente alterna (la varianza).
y si ademds son variables aleatorias independientes, entonces la

varianza de su suma es la suma de las varianzas

(X +Y) =?(X) + ()

Esperanza condicionada

De forma andloga al caso de la media condicionada, visto en es-
tadistica descriptiva, se puede definir la esperanza de una variable
aleatoria condicionada a que se cumpla un cierto requisito. De esta
forma, la esperanza de una variable aleatoria X condicionada a que
otra variable aleatoria Y valga y se puede expresar como

E[xw:y]:;xl’f(xzxwzy):Zx.Prl(’)r((;:;:y)
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Ejemplo 1.15. Sea una variable aleatoria X que puede tomar los
valores {1,2,3,4} con probabilidades {1/5,1/5,1/5,2/5}, respecti-
vamente. La esperanza de dicha variable aleatoria es

1 1 1 2 14
EX=1--+2--+3--+4+4-—=—.
[X] 5+ 5+ 5+ 5 5

La esperanza de X condicionada a que tome valores menores o
iguales que 2, en cambio, es

1.Pr(X=1)+2-Pr(X=2) 3
Pr(X

E[X | X <2] =

1
1)+Pr(X=2) 2

LA ESPERANZA CONDICIONADA, al igual que la probabilidad con-
dicionada, permite resolver problemas al dividirlos en casos méds
sencillos de analizar, permitiendo en algunos casos aplicar una es-
pecie de «recursién», como se ilustra a continuacién con un par de
ejemplos.

Ejemplo 1.16. Una tarjeta inalambrica transmite tramas de 1000 bits
a 1 Mbps y 2 Mbps, seleccionando cada tasa de forma completa-
mente aleatoria y retransmitiendo hasta que sea recibida con éxito.
Las tramas a 1 Mbps se reciben con éxito el 50 % de las veces, mien-
tras que las tramas a 2 Mbps nunca se transmiten con éxito.

Una forma de calcular el nimero medio de intentos N necesario
hasta que se transmite con éxito es mediante la probabilidad condi-
cionada, como se describe a continuacién. La probabilidad de que
el primer intento sea un éxito es

1
Pr(éxito intento 1) = Pr(1 Mbps) Pr(éxito a 1 Mbps) = 1
La esperanza pedida se puede expresar como

E[N] =EIN | éxito intento 1] Pr(éxito intento 1)+
E[N | fallo intento 1] Pr(fallo intento 1) ,

donde el valor de [E[N | éxito intento 1] es directamente 1, mientras
que
Pr(fallo intento 1) = 1 — Pr(éxito intento 1).

Queda, por ultimo, obtener la expresion de E[N | fallo intento 1],
esto es: el nimero medio de intentos si el primer intento ha sido un
fallo. Dado que cada intento es independiente, y el proceso no tiene
memoria alguna, tras el primer fallo el sistema se encuentra en las
mismas condiciones que al principio, salvo que ya ha pasado un
intento, por lo que se puede deducir que

E[N | fallo intento 1] = 1+ E[N],
Resolviendo la ecuacién resultante, se obtiene que

E[N] =4.

19
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Ejemplo 1.17. Sea una grupo de excursionistas perdidos en una
mina. En un momento dado llegan a una sala, con tres diferentes
rutas. Una de ellas les lleva a la salida tras 10 h de camino, mientras
que las otras dos les lleva de vuelta a la misma sala, tras5hy 20 h
de camino. Suponga ademds que cada vez que llegan a dicha sala
escogen una de las tres rutas al azar.

Sea el T el tiempo que tardan en salir de la mina una vez que
han llegado a dicha sala. Condicionando a la eleccién de cada ruta
(indicadas como A, By C en la Figura 1.9), se tiene que la esperan-
za de dicho tiempo es

E[T] = E[T|A] Pr(A) + E[T|B] Pr(B) + E[T|C] Pr(C).

Donde E[T|A] = 10 h es el tiempo que tardan en salir una vez que
han acertado la ruta adecuada, y Pr(A) = Pr(B) = Pr(C) = 1/3 por
el mecanismo de eleccién de ruta (que se supone completamente
aleatorio). En el caso de una ruta que no sea A, lo que se tiene es
que se vuelve a la misma situacién que al inicio, por lo que

E[T|B] =20 h + E[T] , E[T|C] =5 h+ E[T].

Resolviendo para E[T], se tiene que E[T]| = 35 h.

Distribuciones de probabilidad discretas

A continuacién se presentan algunas de las distribuciones de
probabilidad discretas mas comunes. Estas distribuciones vienen
definidas por la funcién (de masa) de probabilidad, que es la que rela-
ciona cada posible resultado x; con su correspondiente probabilidad
PI'(XZ').

Distribucion uniforme

Una variable aleatoria discreta uniforme (Figura 1.10) es aquella
que puede tomar n posibles valores, cada uno de ellos con probabi-
lidad 1/n. Por lo tanto, su funcién de masa de probabilidad viene
dada por

Pr(x;) = % Vi

En general, los resultados de los experimentos suelen correspon-
derse con n ntimeros enteros consecutivos, desde un valor a hasta
otro b, por lo que n = b — a + 1. Con esta variable se puede mode-
lar, p.€j., el lanzamiento de un dado, o el resultado de rellenar una
pregunta «tipo test» al azar. Su media y varianza vienen dados por

a+b , n*-1
2 12

Ensayo de Bernoulli

Un ensayo de Bernoulli (ilustrado en la Figura 1.11) se define co-
mo un experimento que se realiza una tnica vez y puede salir bien

10h
Puerta A —> Salida

<’:uerta B
Puerta C
20h

Figura 1.9: Sala con tres posibles
caminos.

5h

0,1+

[

2 4 6
Xi

Figura 1.10: Variable aleatoria unifor-
memente distribuida entre 2 y 6.

0,8 +

04+

1

Figura 1.11: Ensayo de Bernouilli con

p=13/4
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o mal. Se trata de la variable aleatoria discreta més sencilla, que
Unicamente puede tomar dos valores, tipicamente 0 y 1, donde el 1
representa un éxito y sucede con probabilidad p, y el 0 representa
un fracaso y sucede con probabilidad 1 — p. Su media y varianza
vienen dados por

p=p o =pl-p).

Distribucién geométrica

En este caso, se repite el ensayo de Bernouilli hasta que se pro-
duzca un éxito. Ahora la variable aleatoria es el nimero de expe-
rimentos necesarios hasta que se produjo dicho éxito (Figura 1.12).
Suponiendo que los ensayos se realizan de forma independiente, la
probabilidad de necesitar k experimentos en total viene dada por

Pr(k) = (1—p)*1p, k=0,1,2,...

esto es, que se produzcan k — 1 fallos consecutivos, cada uno con
probabilidad (1 — p), y un éxito al final, con probabilidad p. La
distribucién geométrica tiene como media y varianza
p=l 2 1—7217.
p p

Noétese que el ntimero de intentos necesarios para obtener un
éxito no esta acotado (de hecho, si el valor de p es muy préximo
a cero, la media tiende a ser muy elevada), por lo que Pr(k) toma
valores en el conjunto de los niimeros naturales (en la Figura 1.12 se
representan valores hasta k = 10).

Distribucién binomial

La distribucién binomial modela el caso de #n ensayos de Ber-
nouilli independientes, cada uno con una probabilidad de éxito p,
siendo la variable aleatoria de interés el niimero total de éxitos. Las
probabilidades de n éxitos y n fracasos resultan inmediatas de cal-
cular (p" y (1 — p)", respectivamente), mientras que para el resto
de probabilidades es preciso tener en cuenta que hay varias formas
en las que pueden ocurrir los éxitos, por lo que es preciso emplear
combinatoria. La probabilidad de tener k éxitos viene dada por

(M ke \n—k _ n! ki1 \n—k
Pr(k) = <k>P (1-p)" "= K —xi” (1-p)"%, (1.4)
y la media y varianza de la distribucién binomial resultan ser

p=np o =np(l-p).

De hecho, considerando cada uno de los n experimentos como
un ensayo de Bernouilli, de media p y varianza p(1 — p), la media
y la varianza de la distribucién binomial se pueden deducir a partir
de las propiedades de la suma de variables aleatorias: la media
es n veces la media de un ensayo (p) y la varianza es n veces la
varianza de un ensayo (p(1 — p)). Se representan en la Figura 1.13
dos variables aleatorias binomiales.

0,3 %

02e

IITTTTL

Figura 1.12: Variable aleatoria geomé-
trica con p = 1/5.

15 4 &
O, 5 ) ep 0,2
° p=205
01 ¢
°
°
5 : 4
102 © °
° o
° »
o Z_ %aseeeseeesese. -
10 20 30

Figura 1.13: Variables binomiales con
n = 40 y dos valores de p.

40
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Distribucién de Poisson

La distribucién de Poisson se puede interpretar como una dis-

tribucién binomial, donde el ndmero de ensayos a realizar es muy

grande, y la probabilidad de éxito muy baja. Sirve por tanto para

modelar sucesos poco frecuentes,’* con una media que viene dada

por

A=n-p.

Reemplazando p = A/n en la probabilidad de k éxitos en una

Binomial (1.4), se tiene que

n

Pr(k) = n(n—1)(n—2)---(n—k)! ()\)k (1 A

kl(n—k)!

)ﬂk

que puede aproximarse, con n — oo (pero manteniendo A finito),

como

La media y varianza de la distribucién de Poisson (ilustrada en

la Figura 1.14 para diferences valores del parametro A) resultan ser:

Ejemplo 1.18. Sean Xj y Xp dos variables aleatorias independientes

de Poisson, con media A y Ay, respectivamente. La distribucién de

su suma Z = X; + X se puede obtener como

n
Pr(Z=n)=) Pr(Xy=x)Pr(Xa=n—x)=) —
x=0 =0 %
que, operando, queda'3
Pr(z = m) = P12 i)
n! ’

noax
1 ef)\

1

n—x
/\2

(n—x)!

e

—Ay

esto es, otra variable aleatoria discreta de Poisson, de media A + A,.

Variables aleatorias continuas

Las variables aleatorias discretas tienen un espacio muestral con-

table, por lo que resulta muy sencillo de interpretar la probabilidad

de un determinado resultado Pr(x;) como la frecuencia relativa

del mismo. Sin embargo, cuando el espacio muestral ya no es un

conjunto finito, esta interpretaciéon resulta méas dificil, dado que la

«frecuencia relativa» de un determinado valor x; € R es 0: en cual-

quier segmento de la recta real hay un ntimero infinito de valores,

por lo que la probabilidad de cada uno sera cero.

> En la binomial resulta complicado
calcular probabilidades para valores
elevados de n, dada la presencia del
factorial.

P eA=38
eA=20
01+ o o)A =230

Figura 1.14: Variables aleatorias de
Poisson.

3 Es necesario usar el desarrollo

(a+b)" = i (r;>a”b"”" .

n=0
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Ejemplo 1.19. Sea el caso del segundero de un reloj que se mueva
de forma continua (como en la Figura 1.15). En una mirada «al
azar» a dicho reloj (esto es, un experimento), el valor del segundero
se encuentra el alguna posicién entre o y 60 segundos, todas ellas
con la misma probabilidad (Figura 1.16).

Si 0 es la variable aleatoria que representa el valor del segundero,
se puede hablar de la probabilidad de que su valor se encuentre
en una determinada regién, por ejemplo, Pr(6 € [0,15]) = 1/4, 0
Pr(6 € [0,45]) = 3/4. Pero a diferencia del caso de las variables
aleatorias discretas, dado que en [0,60) hay un incontable nimero
de valores, deja de tener sentido preguntarse por la probabilidad de
que 0 tome un valor dado.

Funcién de distribucién

En el caso de una variable aleatoria continua, por lo tanto, resul-
ta més sencillo tratar con la frecuencia relativa (o probabilidad) de
un conjunto de valores. Sea X una variable aleatoria, que puede to-
mar un determinado conjunto de valores en el espacio continuo. Su
funcién de distribucién Fx determina la probabilidad de que un re-
sultado de dicha variable aleatoria sea menor que un determinado
valor x que se tome como referencia, esto es'#

Fx(x) 2 Pr(X < x).

En general, cuando queda claro (por el contexto) a qué variable
aleatoria se estd haciendo referencia, en muchas ocasiones se sim-
plifica la notacién y desaparece el subindice de Fx(x), esto es, se
emplea tnicamente F(x). Por definicion, se tiene que la funcién de
distribucién cumple que:

lim Fx(x) =0, lim Fx(x) =1,

X——00 X——+00

A partir de la funcién de distribucién se puede obtener la proba-
bilidad de que una variable aleatoria se encuentre en un determina-
do intervalo, dado que

Pr(a < X <b) = Fx(b) — Fx(a)

La funcién complementaria de la funcién de distribucion Fx se
define como
Fg(x) £ 1 Fx(x),
y por lo tanto representa la probabilidad de que la variable aleato-
ria X tome un valor superior a x, esto es,

F$(x) = Pr(X > x).

Cuando la variable aleatoria X represente un «tiempo de vida» o
funcionamiento de un componente, sistema, etc., se emplea el tér-
mino «funcién de supervivencia» (Sx) para referirse a F¢, dado que
representa la probabilidad de que dicho componente esté operativo
al menos hasta el valor proporcionado

Sx(t) £ Pr(X > t) = F¢(x)

Figura 1.15: Si el segundero de un
reloj avanza de forma continua, una
mirada al azar lo encontrard en cual-
quier posici6n en el intervalo [0, 60)
segundos.

4 El signo < es una convencién para el
caso continuo, dado que, por lo visto
anteriormente, tendria el mismo valor
el signo <.

20 40 60
Figura 1.16: La posicién del segundero
puede ser cualquiera en el infinito de
numeros existente en [0, 60) segundos,
lo que se representa con una funcién
de densidad f constante en dicho
intervalo.
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Funcion de densidad

La funcién de densidad sirve para representar la forma en que
una variable aleatoria continua se distribuye. Dada la variable alea-
toria X, se define como aquella funcion no-negativa fx que cumple
que

Prla<X<b)= /abfx(x)dx,

por lo que también se puede interpretar como la derivada de la
funcién de distribucion Fy (si existe), esto es

Por lo tanto, se tiene que la funcién de distribucién se puede
expresar como la integral de la funcién de densidad,

Fx(x) = /joofx(]/)dy-

Por lo descrito anteriormente sobre las variables aleatorias con-
tinuas, se tiene que el valor de la funcién de densidad evaluada en
cualquier punto x es 0, dado que la probabilidad de un determi-
nado valor en cualquier segmento de los niimeros reales es nulo.
S que tendria sentido calcular la probabilidad de que una variable
aleatoria se encuentre en un rango ¢ alrededor de un valor x, esto
es,

x+e/2
Pr(Xe[x—e/2,x+¢/2]) = / fx(t)dt = fx(x)e

x—¢e/2
por lo que se puede decir (aunque no sea muy formal) que aquellos
valores de x donde fx sea mayor son mds probables, (teniendo en
cuenta que la probabilidad de un determinado valor es cero).

Variable aleatoria uniformemente distribuida

Una variable aleatoria X se distribuye uniformemente entre a y
b (lo que se puede representar como X ~ Ula, b]) si su funcién de
densidad es plana y sélo existe en dicho intervalo, esto es

fx(x) = bia’ a<x<bh.
1
Esta variable sirve, por tanto, para modelar aquellas situaciones 08 L ;ﬁ
en las que los posibles resultados de un experimento se encuentran
acotados entre dos ntimeros, y no existe ningtin valor «mds proba- 06
ble» entre dichas cotas. Esto se corresponderia, por ejemplo, con 04 |
medir el &ngulo de un minutero con respecto al cero en una mirada
al azar (suponiendo un desplazamiento continuo del mismo), y ser- 021
viria para modelar situaciones donde un evento puede suceder «en N I I
-4 =2 2 4

cualquier momento». Se ilustra (para dos casos particulares) en la
Figura 1.17: Funcién de densidad de
las variables aleatorias X ~ U(0,2) e
Y ~ U(-3,1)

Figura 1.17.
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Correspondencias entre probabilidad discreta y continua

Momentos

Para el caso de las variables aleatorias continuas los momentos
se definen de forma andloga al caso discreto, ponderando cada
transformacion de x por su valor de la funcién de densidad f(x).
Por lo tanto, el momento de orden 7 respecto al valor ¢ se define
como

) = [ (x=)" flad

—00

La media o esperanza se define como

geel

u =E[X] :/ x f(x)dx

J —00

El momento de segundo orden es

i = EIX = [ flx)dx

= La varianza se calcula como:

[e9)

= () = [ (x=p? flx)dx

—00

La esperanza condicionada de la variable aleatoria X dada una
condicién Y se puede expresar como

J T fxy(t)dr
EX|Y]=—"A"—
Ejemplo 1.20. Para el caso de una variable aleatoria X ~ U(a, ], se
puede calcular que la media y la varianza vienen dados por

a+b , (b—a)?

2 12 ’

La media de los valores mayores que la media se puede expresar
mediante una esperanza condicionada

f(lzerb)/z x f(x)dx
J (Z+b)/2 f(x)dx

E[X | X > (a+b)/2] =

Relacion entre momentos

Se puede demostrar la misma relacién entre los momentos que
para el caso discreto, esto es

E[X?] = E[X]* + 0% ,
y si X e Y son dos variables aleatorias, entonces
E[X + Y] = E[X] + E[Y] ,

mientras que si, ademads, son independientes

2 _ 2 2
Oxiy =0x +0y .

25
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Suma de variables aleatorias

De forma similar al caso de variables aleatorias discretas, la
distribucién de la suma de dos variables aleatorias continuas se
distribuye segiin su convolucién. Esto es, si X e Y son dos variables
aleatorias que toman valor sobre los nimeros reales, con funciones
de densidad fx e fy, respectivamente, su suma Z = X + Y tiene
como funcién de densidad

F2(x) = (< f) ) = [ fule=w)fr iy,

expresion que guarda bastante relacién con la ya vista en el caso
discreto.5 5 La expresién (1.2), es decir:
Pr(ng, +mny, =x) =
Ejemplo 1.21. Sea una variable aleatoria exponencial X, con fun- Y Pr(na =x—y)Pr(n, =y)
cién de densidad Y
fx(t)y=Are™, t >0

y sea otra variable aleatoria exponencial independiente Y, con fun-
cién de densidad (donde A # p)

fr(t) =pe ™, + >0
La funcién de densidad de su suma viene dada por
f20) = [ = yfelpdy = [~ AN ey
El célculo de la convolucién lleva a (Figura 1.18)
fox) = [~ Ae 0o may

— /x /\ef/\(xfy)yefyydy
0

x Exp. A =1
_ —AMx—y) ,— p
—/\H/Oe (Y)e=mdy 2| Exp. A =2
—— Suma
0 —Ax —ux
— /\‘ue—/\x 1 e—(;t—)\)y — /\V (6 e )
p—A x p—A
1 B
Comparacién de variables aleatorias ‘
z . . 1 2 3
De forma andloga al caso discreto, para el caso continuo se pue- Figura 1.18: Funcion de densidad de
de calcular la probabilidad de que una determinada variable alea- dos v.a. exponencials y de su suma

toria X; sea mayor que otra variable aleatoria X, mediante la ley de
la probabilidad total:

mapmg;&mmpo&:q@mh,
2

expresién que, de nuevo, resulta similar a la ya vista en (1.1) y que
se repite a continuacion:

Pr(ny > ng) =Y Pr(ny > nalng, = x) Pr(ng, = x)
X
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)
1 X1
Ejemplo 1.22. Sean X; ~ U[0,1] y X» ~ UJ0,2], representadas en la — Xz
Figura 1.19. La probabilidad de que un valor de X; sea menor que
uno de X, se puede obtener como 05
Pr(X; < Xp) = /X Pr(X; < X | Xp = 7) fx, (1)dT
2
- / Pr(X; < 17)fx, (T)dT | |
X -1 1 2 3
donde Pr(X; < 7) es, por definicion, Fx,, y se trata de una funciéon Figura 1.19: Funcién de densidad f de
a trozos (Figura 1.20 al margen) Xy ~ U[0,1] y X ~ U0,2]
0, six<O0 )
Fx,(x) =4 x, si0<x<1 7
—F
1, six>1
Para realizar realizar el cdlculo, conviene dividir la integral como 05
1 2 |
PI‘(Xl < Xz) = /0 PXl (T) 'szdT +/1 FXl (T) 'szdT ,
de lo que resulta
I T >
1 2 1 3 -1 1 2
Pr(X; < Xp) = /0 T EdT +/1 1 EdT 4 Figura 1.20: Funciones de densidad y

distribucion de X; ~ U[0,1]

Caracterizar el mdximo (o minimo) de varias variables aleatorias

Sea una variable aleatoria X4, definida como el maximo de un
conjunto de N variables aleatorias independientes, esto es

Xméx = méx{Xl, Xz, .. .,XN},

que puede modelar, p.e€j., el tiempo de ejecucién de un programa
compuesto por varios procesos en paralelo, o el tiempo necesario
para recibir una trama cuando se ha dividido en varios fragmentos
y cada uno es enviado por un camino diferente. Para caracterizar
completamente la variable X4, es preciso obtener su funcién de
densidad fx
a partir de una se puede obtener la otra.

0 bien su funcién la de distribucién Fx

méx”

i dado que
En este caso, resulta relativamente sencillo obtener la funcién de
distribucién, ya que ésta se define como

Fx, . () £ Pr(Xmax < 1),

y resulta que el calculo de Pr(Xpsx < t) se puede expresar en tér-
minos de las N variables aleatorias: para que un determinado valor

t sea mayor que Xpsx, tiene que ser mayor que las N variables;® 16 Por ejemplo: para que el jugador
mads alto de un equipo mida menos de
2 m se tiene que cumplir que todos los

Pr(Xmax <1) =Pr(Xy <t)-Pr(Xp <t)...Pr(Xy <t). (1.5)  Jugadores midan menos de2m.

dado que éstas son independientes, se tiene que

Una vez obtenida la expresién (1.5) para el caso de estudio, se
puede obtener la esperanza, desviacioén tipica, etc. Siguiendo un
método similar, también puede caracterizarse el minimo de variables
aleatorias, si bien es preciso ser cauto con la comparacién a realizar
entre el valor t genérico y el conjunto de variables aleatorias.
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Ejemplo 1.23. Sean dos variables aleatorias X3 ~ UJ[0,1]y
X, ~ UJ[0,1], y sea la variable aleatoria Xy sx definida por su
maximo

Xmax = méX{Xlr XZ}

La funcién de distribucién de X sx viene dada por
Pr(Xmax < t) =Pr(Xy <t)-Pr(Xo <t)=t-t =12 paratc[0,1],
por lo que su funcién de densidad es
fx.a(t) =2t t€[0,1].
Obtenida la funcién de densidad, se puede calcular su esperanza
1 2
E[Xmax] = /O it (D8 = 5

que, como era de esperar, resulta mayor que la esperanza de cual-
quiera de ellas.

Otras distribuciones aleatorias continuas

Ademas de la distribucién uniforme, obviamente existen otras
variables aleatorias continuas, como la distribucién normal o gaus-
siana (que también sirve para aproximar la distribucién binomial
para valores de 7 elevados), la distribucién t de Student o la distri-
bucién exponencial. En el siguiente tema se analiza con detalle esta
dltima.
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La variable aleatoria exponencial

LA VARIABLE ALEATORIA EXPONENCIAL es una de las variables
aleatorias continuas mads sencillas de definir, dado que se caracteri-
za Unicamente con un pardmetro. También presenta ventajas desde
el punto de vista analitico, ya que resulta relativamente «cémodo»
realizar operaciones con la misma (p. €j., cdlculo de esperanzas
condicionadas).

Ademads de estas ventajas en cuanto al modelado analitico,”
una variable aleatoria exponencial resulta adecuada para modelar
sucesos entre eventos que tengan «poco que ver» entre si: en el
caso mas representativo, el tiempo entre dos llamadas de teléfono
consecutivas, realizada por una poblacién «grande» de individuos,
suele modelarse con una variable aleatoria exponencial. También
resulta habitual suponer que el tiempo hasta el primer fallo de
un componente fabricado en cadena se pueda modelar con una
variable aleatoria exponencial.

Definicion y caracterizacion bdsica

Una variable aleatoria continua X sigue una distribucién expo-
nencial si su funcién de densidad fx tiene la siguiente expresién:

fx(x) =Ae™™, x>0

donde A > 0 es el tinico pardmetro que caracteriza la variable alea-
toria.> A modo de ejemplo, se muestran en la Figura 2.1 cincuenta
muestras de dos variables exponenciales con diferente valor de A.

En la Figura 2.2 se representa la funcién de densidad de una
variable aleatoria exponencial para distintos valores del pardmetro.
Se observa que la funcién de densidad toma el valor de A en el eje
de ordenadas (x = 0), por lo que un valor elevado en dicho punto
supone que la variable tenderd a generar valores relativamente
bajos, y viceversa.

Esperanza y desviacién tipica

Para calcular la esperanza se aplica la definicién de la misma
para el caso continuo

]E[X}:/Xxf(x)dx,

29

' Que ya justificarfan, hasta cierto pun-
to, su uso en el andlisis de sistemas.

14 .. e &
e ° [} ’o %
LL ‘M‘”
20 40
Figura 2.1: 50 muestras aleatorias de
dos variables aleatorias exponenciales.

2 Hay autores que prefieren la defini-
cion f(x) = %e*"/ﬁ‘

1 2 3 4
Figura 2.2: Funcién de densidad de
probabilidad de una variable aleatoria
exponencial
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lo que se traduce para el caso de la variable aleatoria exponencial
en -
E[X] = / xAe Mdx .
J0

Dicha integral se resuelve por partes,3 lo que lleva a

(e )

E[X] = ‘—xe/\x - %e*/\x

Ejemplo 2.1. Sea una poblacién de usuarios donde el tiempo entre
dos llamadas de teléfono T consecutivas se distribuye segin una
variable aleatoria exponencial, de media 5 minutos. Esto se puede
representar como

T ~exp(A =5), fr(t) = %e*t/S , t>0.

Se ilustran en la Figura 2.3 cincuenta muestras de una variable
aleatoria con dichas caracteristicas, asi como su valor medio.

LA DESVIACION TirICA se puede obtener, bien por la definicién de
la misma

0k = [(x—EX)*f(x)dx,

bien calculando el momento de segundo orden, y aplicando
0% = E[X?] — E[X]?.

En ambos casos el resultado es

» 1

XX

de donde se tiene que en una variable aleatoria exponencial la
media y la desviacién tipica coinciden:

E[X]=0x =A"!

Funcioén de distribucién y mediana

Como se ha visto en el capitulo anterior, la funcién de distribu-
ciéon F de una variable aleatoria X se define como

F(x) 2 Pr(X < x) = /_ Xw Fr(v)dr,

por lo tanto, para el caso de la variable aleatoria exponencial se
tiene que

X

X
F(x) = / e Mdtr = —e™ 0= 1—e ™, x>0.
0

En la Figura 2.4 se representa la funcién de distribucién para los
mismos valores de A que en la Figura 2.2. Como se aprecia en la
figura, cuanto mayor es el valor de A, mas rapido crece la funcién
de distribucién, dado que hay mas probabilidad de los valores sean
proximos a cero.

3 Recuérdese la regla de la integral por
partes: [u-dv=u-v— [v-du.

°
® Muestras
15112~ Media

Figura 2.3: 50 muestras aleatorias una
v.a.exponencial con A = 1/5.

05 |

1 2 3 4

Figura 2.4: Funcién de distribucién de
una variable aleatoria exponencial.
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Ejemplo 2.2. Suponga que el tiempo de vida de una bombilla se
puede modelar como una variable aleatoria exponencial de media
tres meses. Se pide:

1. ¢Cuadl es la probabilidad de una bombilla dure menos de un
mes?

2. De un lote de 100 bombillas, ;cuantas duraran mas de 63 dias?

Si t es la variable aleatoria que representa el tiempo de vida de
una bombilla, su media es 1/A = 3 meses, por loque A = 1/3. La
primera pregunta es directamente Pr(¢f < 1 mes), lo que se tiene
como

Pr(t<1)=F1)=1-eM=1-¢13%0283

La segunda pregunta se puede interpretar en términos de la
variable aleatoria binomial: hay n=100 bombillas, y cada una tiene
una probabilidad p de sobrevivir mds de 63 dias (que hay que
calcular). Teniendo en cuenta que 63 dias equivalen a 2.1 meses, se
tiene que

A2.

pEPr(t>21) =e ' me %7 o5,

por lo que la probabilidad de que una bombilla supere los 63 dias
es p = 1/2. Por lo tanto, de un lote de 100 bombillas, el ndmero
esperado de «supervivientes» tras 63 dfas es n - p, esto es, 50.

UNA VEZ OBTENIDA LA FUNCION DE DISTRIBUCION, el célculo de
la mediana xp; resulta inmediato, dado que se trata del percentil
0.5. Basta con resolver:

xm: F(xym) = 0.5,
de donde se obtiene que

In2 1
XM = T ~ O.7X.

Por lo tanto, para el caso de una variable aleatoria exponencial se
tiene que la mediana es un 70 % del valor de la media, por lo que la
distribucién se encuentra «escorada» hacia los valores préximos a
cero (como se ilustra en la Figura 2.5).

La funcién de supervivencia

La funcién de supervivencia es otro nombre de la funcién com-
plementaria F©
FC(x) 21— F(x).

Dicha funcién tiene una interpretacién especial cuando la varia-
ble aleatoria sirve para modelar tiempos de vida, dado que si F(t)
pasa a ser la probabilidad de que dicho tiempo de vida sea menor
o igual que t, la funcién complementaria indica la probabilidad de
que se sobreviva mas alld de dicho umbral £.

® Muestras
=== Media
40 —— Mediana

Figura 2.5: Muestras de una v.a.exp.
con media 10.
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La funcién de supervivencia se suele representar por 5(t) y, para
el caso de la variable aleatoria exponencial, su expresién es

S(t)=e M .

Si se representa la funcién de supervivencia en escala logaritmi-
ca, se obtiene una recta de pendiente —A (Figura 2.6). Si se trata de
un tiempo de vida o funcionamiento de un componente, A repre-
senta la tasa media a la que se rompe. Por lo tanto, cuanto menor
sea esta pendiente (esto es, S(t) quede mds plana), mds fiable serd
dicho componente (y cuanto mayor sea la pendiente, més probable
serd que falle).

La propiedad «sin memoria» de la variable aleatoria exponencial

Como ya se vio anteriormente,4 en ocasiones la intuicién y la
realidad suelen entrar en contradiccién: se suele pensar, por ejem-
plo, que una «mala racha» apostando tiene que acabar en algtin
momento, que ocurrird tanto antes cuanto mds larga sea la mala
racha acumulada, o bien que los jugadores estdn «en racha» (p. €j.
en baloncesto) cuando en realidad dichas rachas son ocurrencias
propias del proceso aleatorio.

A continuacion, se presenta en primer lugar el caso de la variable
aleatoria geométrica, donde dado un experimento de referencia, el
numero de intentos hasta tener un éxito no depende de los inten-
tos anteriores a la referencia. Partiendo de este caso particular de
variable discreta, luego se abordara el caso continuo.

La falta de memoria de la v.a. geométrica

Supéngase un dado de seis caras que se lanza repetidamente.
Sea X, la variable aleatoria definida como el resultado del lanza-
miento n-ésimo. Si el dado esta bien hecho, se tiene que

Pr(X, =6) =1/6 Vn

y suponiendo que cada lanzamiento es independiente (es decir: lo
normal), el resultado de un lanzamiento no afecta al siguiente lan-
zamiento, por lo que la probabilidad de obtener un seis habiendo

obtenido un seis en el lanzamiento anterior es siempre la misma

Pr(Xn+1 =6 ‘ Xn = 6) :Pr(Xn = 6) = 1/6

Sea ahora la variable Ny definida como el nimero de lanzamien-
tos hasta que aparece el primer seis (que puede ir de uno hasta
infinito). Se puede identificar con una variable aleatoria geométrica
con probabilidad de éxito p = 1/6, dado que las probabilidades de
los primeros valores de Ny se pueden obtener como

Pr(Ng =1) = Pr(X; =6) = 1/6
Pr(Ng = 3) = Pr(X; # 6) Pr(X, # 6) Pr(X3 = 6) = (5/6)%(1/6)

1 2 3
101 ¢
1072 +

A=1
10734 — A =2

Figura 2.6: Funcién de supervivencia
de una variable aleatoria exponencial
(eje y en escala logaritmica).

4La memoria en una variable aleatoria,
pagina 10
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Si se toma el segundo lanzamiento como referencia, y no se ha
tenido éxito hasta el momento, la probabilidad de que se obtenga
un seis en el tercer lanzamiento (el siguiente lanzamiento) puede
expresarse como

PI‘(Né =3 ‘ Ng > 2)

donde Pr(Ng > 2) representa la falta de éxitos en el primer y
segundo lanzamiento, por lo que Nj tiene que ser mayor que dos

Pr(Ng >2) =1—Pr(Ng =1) — Pr(Ng = 2) =25/36
se puede desarrollar la probabilidad condicionada anterior como

PI‘(N6 =3,Ng > 2) PI‘(Né = 3)
P = 2 = =
r(Ne =3[ Ne >2) Pr(Ng > 2) Pr(Ng > 2)

donde se ha simplificado el evento Ny > 2 del numerador por
redundante. Substituyendo los valores de las probabilidades en la
ecuacién anterior, queda

(5/6)%(1/6)

PI‘(N6=3|N6>2): 25/36

=1/6
que coincide con la probabilidad de que en un lanzamiento se
obtenga un seis.

La memoria en un tiempo de vida

El tiempo de vida de un elemento (p. €]., un componente electré-
nico) se define como el tiempo que pasa desde que dicho elemento
es puesto a funcionar hasta que se estropea. Si su valor se cono-
ce a priori y es Ty, segin avance el tiempo ¢ a dicho elemento le
quedardn

T (t) =T, — t

unidades de tiempo (Figura ). A este tiempo que falta desde el ins-
tante actual de referencia hasta que el elemento «muera» se le llama
tiempo restante o residual de vida. Por lo tanto, dado un tiempo de
vida finito y conocido, segtin avance el tiempo su tiempo residual
ird decayendo: se sabe exactamente cuando dejard de funcionar.

En el caso de que el tiempo de vida sea una variable aleatoria,
resulta interesante saber la probabilidad de que sobreviva mas
alla de un tiempo (s). Al poner a funcionar un elemento, dicha
probabilidad se puede expresar en términos de su tiempo de vida
(To):

Pr(T, > s)

Mientras que segtn avance el tiempo (¢ > 0), la probabilidad se
expresa en términos del tiempo residual

Pr(T,(f) > s)

Sabiendo que el elemento sigue funcionando tras un tiempo ¢, esta
dltima probabilidad se puede expresar en términos de Ty, teniendo
en cuenta que:

Ty: tiempo de vida total

T, (t): tiempo residual

Y

b ;

Empieza t Muere
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1. Hay que restar de T, el tiempo ¢ que ya ha pasado (segtn lo
visto anteriormente)

2. Que el elemento siga funcionando tras ¢ nos da informacién
sobre T, (una condicién)

Por lo tanto,

Pr(T,(t) >s) =Pr(Ty —t >s | T, > t)

Ejemplo 2.3. Supéngase que la duracién de una pelicula (su «tiem-
po de vida») se puede modelar con una variable aleatoria unifor-
mememente distribuida entre go y 150 minutos (Figura 2.7). Un
espectador que vaya al cine y sepa esta informacién, sabe que estard
como minimo 9o minutos sentado, dado que Pr(T, > 90') = 1.
Durante el transcurso de la pelicula, si se pregunta por la probabili-
dad de que «le quede» mas de media hora (Pr(T,(t) > 30’)), dicha

probabilidad cambia con el tiempo:

= Por una parte, durante la primera hora sabe que es seguro que le
quede més de media hora (Pr(T,(t) > 30') = 1), dado que no hay
peliculas que duren menos de 60 + 30 minutos.

= Por otra parte, a partir de dos horas (120") sabe que terminara en
media hora o antes (ninguna pelicula dura mas de 150"). Esto se
puede expresar como que Pr(T,(t) > 30") = 0.

= Entre estos dos extremos, 30" < t < 120/, cuanto mds avance el
tiempo ¢, mds probable es que la pelicula acabe antes de media
hora (dicho de otra forma: la probabilidad de que la pelicula
sobreviva media hora mds va disminuyendo con t).

Por lo tanto, segtn avanza t el espectador puede ir actualizando

la incertidumbre sobre lo que resta de pelicula, teniéndose que
Pr(T:(t) > s) va decreciendo con t: cuanto mas tiempo pasa, menos
probable es que la pelicula dure més alla de s.

EN GENERAL, COMO EN EL EJEMPLO ANTERIOR, el tiempo que
lleva sobreviviendo un elemento se puede emplear como una con-
dicién para intentar saber mds sobre su tiempo residual de vida
(esto es, lo que le queda). En el caso de la variable aleatoria expo-
nencial, como se verd a continuacion, esto no es asi.

La propiedad «sin memoria»: definicion

En términos intuitivos, que un tiempo de vida no tenga memoria
significa que la probabilidad de que sobreviva mas alld de una
referencia es siempre la misma.> En términos formales, se dice que
una variable aleatoria X no tiene memoria (posee la propiedad sin
memoria) si cumple la siguiente propiedad

Pr(X >t+s|X>t)=Pr(X>s) Vst (2.1)

1072

50 100 150
Figura 2.7: Duracién uniformemente
distribuida entre 9o” y 150".

5 Por ejemplo, que un disco duro

no tenga memoria supone que la
probabilidad de que dure mas de afio
al comprarlo es igual a la probabilidad
de que dure més de dos afios cuando
ya ha pasado un afio.

200
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Para el caso en que X represente un tiempo de vida, la ecuacién
(2.1) iguala dos expresiones (izquierda y derecha, respectivamente):

1. La probabilidad de que sobreviva un tiempo t + s, sabiendo que
ya ha sobrevivido un tiempo ¢

2. La probabilidad de que sobreviva un tiempo s (partiendo desde
o, es decir, como si acabase de ser puesto en funcionamiento)

De lo que se deduce que la distribucién del tiempo restante de vida
no depende del tiempo t que lleve con vida.

Ejemplo 2.4. Sean dos bombillas: una acaba de encenderse y la
otra lleva 40 afios encendida. Si el tiempo de vida T, de dichas
bombillas es la misma variable aleatoria y no tiene memoria, la
probabilidad de que la bombilla dure un afio mds:

Pr(T, > 1)

es la misma en los dos casos: en el primer caso coincide por defi-
nicién con la probabilidad de que la bombilla dure méas de un afio
(esto es, la expresion anterior), y en el segundo caso con la proba-
bilidad de que dure més de 41 afios, sabiendo que lleva 40 afios
encendida

Pr(Ty, > 41| Ty > 40) .

LA VARIABLE ALEATORIA EXPONENCIAL NO TIENE MEMORIA,
lo que se puede demostrar desarrollando la expresion de la parte
izquierda de (2.1), por definicién de probabilidad condicional

Pr(X >s+tX>t)

Pr(X>s+t|X>t)= Pr(X > 1)

En este cociente aparece, en el numerador, la probabilidad conjunta
de que X sea mayor que s + t y que X sea major que s, lo que se
puede simplificar como

Pr(X>s+tX>t)=Pr(X >s+t)

por lo que la parte izquierda de (2.1) queda como

Pr(X >s+t)

Pr(X>s+t|X>t)= Pr(X > 1)

Estas probabilidades se pueden expresar en términos de la funciéon
de supervivencia, lo que lleva a
e~ As+t)

= (2.2)

Pr(X >s+t]X>1) = —j

que coincide con la parte derecha de (2.1):

Pr(X>s)=e
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lo que demuestra que la exponencial tiene memora.

De hecho, se puede demostrar que la variable aleatoria exponen-
cial es la tinica distribucién de probabilidad continua sin memoria,
lo que se debe a la forma en que se puede simplificar en (2.2) el
cociente de funciones de distribucién complementarias.

Ejemplo 2.5. Siguiendo con el caso del Ejemplo 2.3, supéngase
ahora que la duracién de una pelicula se puede modelar con una
variable aleatoria exponencial, de media 120 minutos (Figura 2.8).
En estas condiciones, la probabilidad de que una pelicula acabe
durante los préximos 30 minutos es siempre la misma, tanto si
acaba de empezar como si lleva 3 horas. Si hay varias peliculas en
reproduccién en distintas salas, la probabilidad de que una de ellas

acabe en los préximos 30 minutos es la misma, independientemente

de cudndo hayan empezado.

VISUALMENTE, QUE LA VARIABLE ALEATORIA EXPONENCIAL NO

tenga memoria se puede interpretar como se ilustra en la Figu-

ra 2.9: partiendo de la grafica superior, al «dividir» el valor de la

zona sombreada en oscuro (Pr(X > t + s)) sobre toda la zona

sombreada (Pr(X > t)), se tiene el resultado de la grafica inferior

(Pr(X > s)). Esto coincide con la division realizada anteriormente:
Pr(X >s+1t) e Mt

Pr(X>t) e M ¢

Ejemplo 2.6. Suponga que en una red Gigabit Ethernet el tiempo
entre tramas se puede modelar como una variable aleatoria expo-

nencial de media A~ = 1 ms. La probabilidad de que no se observe

ninguna trama durante 2 ms es
Pr(T > t)t=ams = e M=¢2,

Por otra parte, la probabilidad de que no se observe trama alguna
durante 4 ms, sabiendo que ya han pasado 2 ms sin tréfico en la
red, resulta ser

Pr(T>4|T>2)=Pr(T>2)=e2

Como era de esperar, la probabilidad de que no llegue ninguna
trama durante 2 ms (Pr(T > 2)) es la misma a lo largo del tiempo,
independientemente de que justo acabe de llegar una trama o de
que hayan transcurrido 2 ms desde la tltima llegada.

LA PROPIEDAD «SIN MEMORIA» de la variable aleatoria exponen-
cial supone, por tanto, que la incertidumbre sobre lo que pueda
pasar a futuro se mantiene constante: que haya pasado més o me-
nos tiempo no afecta a la probabilidad de que un componente siga
funcionando. Como se ilustra a continuacién, esta propiedad no
ocurre para otras variables aleatorias.

1072

1,5+ Exp.
—— Unif.

05 |

50 100 150 200

Figura 2.8: Variables aleatorias unif. y
exp., ambas de media 120

0,8 x

Pr(X >05+1)
02 |

1 2 3 4

Figura 2.9: La probabilidad del futuro
s + t condicionada a (esto es, dividido
por) una referencia f (figura superior)
es igual a la incertidumbre a partir de
dicha referencia s (figura inferior).
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Ejemplo 2.7. Suponga un flujo de voz sobre IP, donde el tiempo
entre tramas X se puede modelar con una variable aleatoria unifor-
memente distribuida entre 19 y 21 ms, esto es,

X ~ U[19,21] ms

Sea el instante t = 0 el momento en que se produce la primera
llegada. Dado que la siguiente llegada ocurrird, como minimo, tras
19 ms, es seguro que se produciré tras 1 ms

Pr(X>1ms)=1 .

A partir del instante t = 19 ms, es posible que se produzca una
llegada, pero no mds alld del instante = 21 ms (Figura 2.10). Por
una parte, se tiene p.ej. que

Pr(X >19ms) =1,

mientras que 1 ms més tarde, la probabilidad de que llegue tras
20 ms es del 50 %

Pr(X >20ms) =1/2.

A partir de estos resultados, se puede comprobar que este proce-
so tiene memoria, ya no se cumple la igualdad

Pr(X>t+s|X>t)=Pr(X >5s)

para cualquier valor de f y s: como se acaba de ver,cons = 1 msy
t = 19 ms, se tiene que

Pr(X >20ms | X >19ms)=1/2,

que no coincide con
Pr(X>1ms)=1

de lo que se concluye que esta variable aleatoria uniformemente
distribuida si que tiene memoria.

Cdlculo de la esperanza condicionada

Sea una variable aleatoria exponencial X, con funcién de densi-
dad

f(t) = Ae M.
Como se ha visto, su esperanza viene dada por
EX] = | ¥ e Max = 1
0 A

Supéngase ahora que interesa calcular la esperanza de aquellos
valores mayores que una constante k, esto es,

E[X | X >k,

08 |  Pr(X > 19)
|
06 | | Pr(X > 20)
| |
04 |
02 {
19 20 21 2

Figura 2.10: La variable aleatoria
uniforme si tiene memoria.
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lo que puede hacerse, en principio, aplicando la definicién de espe-
ranza condicionada

fk°° xhe Mdx

EX[X>H = Pr(X > k)
ke~ + Le—AK 1
= — =k+ 3 = k+E[X]

Existe otra forma de realizar el célculo, basdndose en la propie-
dad sin memoria vista anteriormente: dicha propiedad ilustra que
la incertidumbre «pasado un valor k» es la misma que la incerti-
dumbre al principio:

Pr(X>t+s|X>t)=Pr(X >5s)

Por lo tanto, la «aleatoriedad» de los valores mayores que ¢ + s,
fijando la referencia en ¢, es el mismo que el de los valores partien-
do de 0 (Figura 2.11). De lo que se deduce que

E[X | X >k =k+E[X],

que es el mismo resultado obtenido anteriormente.

Andlisis de miiltiples variables aleatorias exponenciales

Hasta ahora se ha considerado el caso de una tnica variable alea-
toria exponencial, pero en varias ocasiones la situaciéon sera mas
complicada: si, por ejemplo, el tiempo de vida de un componente
hardware se puede modelar segin una variable aleatoria expo-
nencial, el tiempo de vida de un dispositivo compuesto por varios
componentes vendrd determinado por aquel que se rompa antes.

Minimo de variables aleatorias exponenciales

Sea el caso de dos variables aleatorias exponencialmente dis-
tribuidas, Xj y Xj, independientes y de media 1/A; y 1/A,, res-
pectivamente. Se pretende caracterizar la variable definida por el
minimo de ambas

Xmin = min{Xl, Xz},

lo cual se corresponderia, por ejemplo, con un escenario con dos
bombillas con tiempos de vida exponenciales, donde se quiere
analizar cémo se distribuye el tiempo que pasa hasta que una de
ellas deja de funcionar.

Dado que dicho minimo también es una variable aleatoria, para
analizarlo es preciso obtener su funcién de distribucién F o su
complementaria FC. En este caso lo més sencillo resulta obtener
esta tltima,

Fgmm(t) < Pr(Xmin > t)/

dado que la probabilidad de que X, sea mayor que un tiempo
t coincide con la probabilidad de que las dos variables aleatorias
independientes X; y X, sean mayores que dicho t (por ejemplo: la

0,6 |

04 |
Pr(X >05+1)
02 |

1 2 3 4

Figura 2.11: (repetida) El comporta-
miento a partir de f + s, fijando la
referencia en f, es igual que el compor-
tamiento a partir de s.
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probabilidad de que dos bombillas sigan encendidas tras un tiempo
t es la probabilidad de que cada una de ellas siga encendida tras un
tiempo t). Por lo tanto:

Pr(Xmin > t) = Pr(Xy > ) - Pr(Xp > t),
que se puede expresar como
Pr(Xmin > t) = e Mle~ 2t = o~ (i)t

De lo anterior, se tiene que la funcién de supervivencia de la varia-
ble aleatoria Xmm queda como

B, (6 = oo,

que se comprueba, por simple inspeccién, que se corresponde con
la funcién de supervivencia de una variable aleatoria exponencial,
de media 1/ (A1 + Ap). Por lo tanto, el minimo de dos variables
aleatorias exponenciales independientes se distribuye segtin otra
variable aleatoria exponencial, con la inversa de su media A
igual a la suma de las inversas de las medias.

Ejemplo 2.8. Sea un sistema con dos clientes realizando peticiones
a un servidor. Si el tiempo entre peticiones se puede modelar con
una variable aleatoria exponencial, de media 1/A; = 2 ms para

el primer cliente y 1/A, = 1 ms para el segundo, el tiempo entre
peticiones del agregado también se distribuird segtin una variable
aleatoria exponencial, de media 1/(A; +A) = 2/3 ~ 0,66 ms.

EL ANTERIOR RESULTADO ES GENERALIZABLE al caso de mdltiples
variables aleatorias exponenciales independientes: sea X3, ..., Xy
un conjunto de n variables, con medias 1/A4,...,1/A,, respectiva-
mente. La variable aleatoria definida por el minimo de todas ellas
se puede obtener como:

n
Pr(min{Xy,..., X,} > t) = [ [Pr(X; > t)
i=1

n
~IIe
i=1
— g*(Z}Ll )‘i)t,

que es una variable aleatoria exponencial, con media 1/ Y/ ; A;.

Ejemplo 2.9. Sea un router con tres componentes basicos: CPU,

fuente de alimentacién y memoria. El tiempo de vida de la CPU T° vida  Tasa roturas
sigue una variable aleatoria exponencial de media 10 afios; el de la ggfgponente (afios) (# / afio)
. <2 . . . ~ 10 0.1

fuente de alimentacién sigue una exponencial de media 2 afios y Memoria 25 04
medio; y el de la memoria otra exponencial de media 2 afios. Alimentacién 2 0.5
Total 1 1

Segtin lo visto anteriormente, el tiempo de vida del router es una

Tabla 2.4: Router con tres componen-

exponencial de media 1/A, donde dicho pardmetro se calcula como tes. La tasa de rotura es la suma de las
tasas de rotura.
1 1 1 144+ -
A= — 4 — 4 - = 45:11‘otu1ra/ano.
100 25 2 10

por lo que el tiempo de vida es de 1 afio.
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CoMO ILUSTRA EL EJEMPLO ANTERIOR, una forma de interpretar
el minimo de varias variables aleatorias exponenciales, para el caso
en que dichas variables modelen tiempo de vida, es considerar que
dado un tiempo medio de vida 1/A, existe «una tasa» de roturas
por unidad de tiempo A. De esta forma, se tiene que la tasa A a la
que se rompe un componente formado por varios elementos viene
dada por la suma de todas las tasas, esto es

A=Y A
i

lo que se puede apreciar en la Tabla 2.4, donde la tasa de rotura
del router del ejemplo anterior resulta la suma de las tasas de ro-
tura de los diferentes componentes (y no de los tiempos de vida,
obviamente).

Comparacién de variables aleatorias exponenciales

En la seccién anterior el objetivo es caracterizar el tiempo de vida
de un sistema compuesto por diferentes elementos, cada uno con
un tiempo de vida que se distribuye segtin una variable aleatoria
exponencial. En esta seccién se aborda un anélisis parecido, pero
sobre el valor de estos tiempos de vida en términos relativos, esto es,
la probabilidad de que una variable aleatoria sea menor que otra.®

Sean dos variables aleatorias exponenciales independientes X; y
X, de medias A ly Ay !, respectivamente. La probabilidad de que
una muestra de la primera variable sea inferior a una muestra de la
segunda se puede calcular condicionando en una de ellas:

Pr(X; < Xp) = /Ooo Pr(X, > X1 | X1 = 1) fx,(T)dr  (2.3)

- /O T Pr(X, > 1) fx, (1)dT,

donde Pr(X, > 7) es la funcion de supervivencia de una expo-
nencial de media 1/A2 y fx, (7) es la funcién de densidad de una
exponencial de media 1/A;. Por lo tanto,”

Pr(X; < Xp) :/0 e 2T e Mg

=\ /oo e~ (M+A)T 40
0

_ M
_)\14-)&2,

Se puede comprobar que Pr(X; < Xz) — 1 cuando A; — oo, lo
cual es l6gico dado que en esos casos los valores de X; seran muy
bajos (su media A 1 0), por lo que seran menores que los valores
de X con bastante probabilidad. También se obtiene el mismo
resultado si A, — 0, por los motivos correspondientes.

¢ Considerando el ejemplo de las dos
bombillas, el objetivo serfa calcular
qué bombilla es mas probable que se
rompa antes.

7 Notese que el calculo de (2.3) se
puede plantear de cuatro formas
equivalentes, segtin se condicione
al valor de X; o X», y calculando
Pr(X; < Xa2) o bien la probabilidad
complementaria de Pr(X; < Xj).
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Ejemplo 2.10. Sean dos variables aleatorias exponenciales indepen-
dientes, X; y Xp, de media 5 y 10, respectivamente (Figura 2.12). La
probabilidad de que un valor de X; sea menor que un valor de Xp
viene dada por

M 1/5

A, 15110 Y

Pr(X; < X»)

ESTE RESULTADO SE PUEDE GENERALIZAR, esto es, calcular la
probabilidad de que una variable aleatoria exponencial sea menor
que otras variables aleatorias exponenciales. Para ello, suponiendo
el caso de n variables aleatorias exponenciales, basta con considerar
el minimo de las n — 1 variables aleatorias exponenciales contra la
que se realiza la comparacion.

Sean las variables aleatorias exponenciales independientes Xj,
X y X3 de medias A L Ay ly Ay !, La probabilidad de que X; sea
menor que las otras dos se puede calcular como

PI‘(X1 < X9, Xy < X3) = PI‘(Xl < min{Xz, X3})
~————
/\:/\2-‘1-/\3
_ M
A+ (A2 A3)

La generalizacién es inmediata: sea Xj, ..., X;; un conjunto de
n variables aleatorias exponenciales independientes, con tasas
A1, ..., Ay, respectivamente. La probabilidad de que la variable
aleatoria exponencial i arroje el menor valor del conjunto de todas
ellas viene dada por:

Pr(X; = min{X;}) = Pr(X; < min{X;})
J J7

Ejemplo 2.11. Sea el mismo router con tres componentes basicos:
CPU, fuente de alimentacién, y memoria. El tiempo de vida de la
CPU es exponencial de media 10 afios; el de la fuente de alimenta-
cién es exponencial de media 2 afios y medio; y el de la memoria es
exponencial de media 2 afios. La probabilidad de que la CPU sea la
causante del primer fallo se puede obtener como

’ A
Pr(Xcpy < min{Xpyr, Xsem }) Aepu + (A(I:qu+ Aten)
wr em
1/10 1

1/10+2/5+1/2 10

Como comentario adicional, se tiene que una vez reparado el
router, la probabilidad de que el siguiente fallo vuelva a ser cau-
sado por la CPU también es 1/10, dado que todas las variables
aleatorias exponenciales se «han renovado» tras la reparacién (por
la propiedad sin memoria).

°
A=1/5
eA=1/10
40 + ° o
°
20 + .o PRPUP ..
‘ .".‘.‘ LY °

Rorn £ 0i00n’ o 12270
20 40 60 80 100
Figura 2.12: Cincuenta muestras de
una v.a.exp. de media 5 y cincuenta
muestras de otra v.a.exp. de media 10.

T° vida  Tasa roturas

Componente (afios) (# / afo)

CPU 10 0.1

Memoria 2.5 0.4

Alimentaciéon 2 0.5

Total 1 1
Tabla 2.5: (repetida) Router con tres

componentes. La tasa de rotura es la
suma de las tasas de rotura.
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Suma de variables aleatorias exponenciales (*)

Sean X e Y dos variables aleatorias exponenciales independientes
con la misma media 1/A. La funcion de densidad de su suma Z =
X +Y se calcula como

0o 2
fo@) = [ fxz=n)f @y = [ Ae e vay
El célculo de la convolucién lleva a

fz(x) = /j:o /\ze*“dy

X
— /0 AZEfody
= A2xe ™

Que es una expresion diferente a la vista en el Ejemplo 1.21
(pagina 26), donde se desarroll6 la suma de dos variables aleatorias
exponenciales de diferentes medias 1/A # 1/p, cuya funcién de

densidad es: ( N )
A (emM —e i
fZ(x) - ]/l _ )\

Se ilustra en la Figura 2.13 la funcién de densidad para la suma

de dos exponenciales cuando éstas tienen y no tienen la misma me-
dia, que dan lugar a variables aleatorias diferentes, como se puede
apreciar. En un caso general, la suma de k variables aleatorias ex-
ponenciales independientes con la misma media 1/A da lugar a la
distribucién de Erlang, cuya funcién de distribucién es
FrkA) = 1= ¥ Lems(axy
(x,k,A) = r;)n!e (Ax)".

Resumen del tema

= Se dice que una variable aleatoria X no tiene memoria si cumple
la siguiente propiedad

Pr(X>t+s|X>t) =Pr(X>s) Vst

= La variable aleatoria exponencial es la tinica variable aleatoria
sin memoria. Si sirve para modelar el tiempo de vida de un
componente, esto implica que la probabilidad de que el tiempo
restante de vida sea mayor que un determinado valor es siempre
la misma (siempre que esté funcionando).

= Dado un conjunto de varias variables aleatorias exponenciales
independientes, cada una con media )\;1, se tiene que:

¢ El minimo de todas ellas es otra variable aleatoria exponen-
cial, de media (¥ A;) .

* La probabilidad de que la variable aleatoria i-ésima sea menor
que las otras viene dada por el cociente

LjAj

Figura 2.13: Funcién de densidad de la
suma de dos exponenciales de media
diferente y con la misma media
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Procesos de Poisson

UN PROCESO DE CONTEO caracteriza la forma en la que se van
sucediendo “eventos” en un sistema a lo largo de tiempo. Si estos
eventos son llegadas, como pueden ser p.ej. clientes a una tienda,
llamadas de teléfono a una central de conmutacién, o tramas a un
router en Internet, se habla de un proceso de llegada.

Un proceso de llegada de Poisson es aquel en el que, fijada una
ventana de tiempo de duracién T, el nimero de eventos que su-
ceden en T sigue una variable aleatoria de Poisson. Este tipo de
proceso de llegada suele emplearse para modelar situaciones en
las que las llegadas no guardan relacion entre si, y —como se vera—
tiene la caracteristica de que el tiempo entre llegadas sigue una va-
riable aleatoria exponencial. Esto supone que se trata de un proceso
muy impredecible, dado que el tiempo que pasa entre llegadas no tie-
ne memoria, por lo que es igual de probable que se produzca una
llegada ahora que, por ejemplo, tras haber pasado diez minutos sin

llegada alguna.1 ' Si el tiempo entre llegadas siguiese
una variable aleatoria uniformemente

A continuacién, primero se formaliza la definicién de un proceso ha vart ]
distribuida entre 9o y 120 minutos,

de conteo, para posteriormente presentar la primera definicién de tras 119 minutos sin una llegada,
un proceso de llegada de Poisson (hay tres definiciones equivalen- estariamos seguros de que se producira
tes) una llegada en el préximo minuto.

Procesos de conteo

Un proceso de conteo es un proceso estocastico {N(t),t > 0}
que representa, en cada instante de tiempo, el ndmero total de
ocurrencias de un determinado evento hasta dicho instante de
tiempo. Por lo tanto, dicho proceso debe tomar valores enteros
positivos y debe ser creciente, lo que se puede expresar como:

1. N(t) e No={o,1,2,...}.
2. Sis < t, entonces N(s) < N(t).

Hay infinidad de ejemplos de procesos de conteo: ntimero de ve-
ces que se reinicia un ordenador, Champions League que ha ganado
un equipo de fttbol, visitas totales que tiene un video en Youtu-
be, etc. El numero de eventos que ocurren en el intervalo (s, t] se
representa como N/ y se puede obtener como

NI = N(t) — N(s)
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Ejemplo 3.1.  Se el proceso de llegadas de la Figura 3.1, donde se 4 PR
tienen cuatro eventos en un intervalo de cinco unidades de tiempo.
A la vista de la figura, se tiene que: 37 ¢
= Nj=N(2)-N(0) =1 21 .
= NJ2 =2 11 e
= Ng’l =4 : — % 1
1 253 4 5

Figura 3.1: Ejemplo de un proceso con

CoMO SE HA MENCIONADO AL PRINCIPIO, un proceso de conteo cuatro llegadas.
tiene en cuenta tinicamente eventos de un determinado tipo, y no
otro tipo de variables como pudiera ser, p. €j., el nimero de usua-
rios en un sistema: en una localidad tanto los nacimientos como las
defunciones pueden considerarse procesos de conteo, pero no asi
la variable poblacién (esto es, nacimientos menos defunciones) a lo
largo del tiempo.

Como se ilustra en la Figura 3.2 a continuacién, normalmente se
indica con S; el instante de tiempo (absoluto) que se corresponde
con el evento i, mientras que X; representa el tiempo transcurrido
desde el evento (i — 1) hasta el evento i.

N(t) Figura 3.2: Ejemplo de un proceso de
conteo
4 PR
3+ .
27 -
1f o
| L L
51 52 53 54
X3 X2 X3 X4

De esta forma, suponiendo que el proceso se inicia en ¢ = 0, se
tiene que

i
Si=) X

j=1

Primera definicion

Un proceso de llegadas (o de conteo) de Poisson es un proceso
con incrementos independientes y estacionarios, que —como se
ha mencionado anteriormente— guarda bastante relacién con la
variable aleatoria exponencial. Si bien hay tres formas equivalentes
de definirlo, la definicién mds habitual (mencionada al principio del
tema) parte de la variable aleatoria de Poisson:

Proceso de Poisson (1° definicién) Un proceso de Poisson N(t) a tasa
A es un proceso de conteo con las siguientes propiedades:



(i) No hay eventos antes del instante inicial: N(0) =0

(ii) El nimero de eventos entre 0 y un instante de tiempo ¢ sigue
una variable aleatoria de Poisson de media At, esto es:

E_oy N V1) L VO
Pr(Ny=n) =Pr(N(t) =n) = e n=0,1,...,Vt

(3.1)

(iif) El ntimero de eventos en cualquier intervalo de longitud ¢ sigue

la misma distribucién que en caso anterior, independien-
temente de cudndo empiece dicho intervalo, lo que puede
expresarse como

Pr(NSt =n) =Pr(Nj =n), Vst

Algunos sucesos que pueden modelarse con un proceso de Pois-

son son: los goles en un partido de fuatbol, las peticiones a un ser-
vidor web, las mutaciones en una cadena de ADN, las llamadas de
teléfono que recibe una central de conmutacién, o las muertes por
coz en la caballerfa prusiana entre 1875 y 1894.2

Ejemplo 3.2.  Los goles en un partido de fatbol se pueden modelar
como un proceso de Poisson. De esta forma, fijado un intervalo de
tiempo T, el nimero de goles es una variable aleatoria discreta de
Poisson. Supéngase un equipo donde los goles tienen una tasa de
llegada de A = 3 goles/partido. Asi:

= La probabilidad de que no meta ningtin gol en un partido entero

(T=1)es

Pr(0 goles) = Pr(NJ = 0) = e T ~ 0,05

= La probabilidad de no meter ningtn gol en la primera parte
(T=1/2)es
Pr(NI/? =0) = e /2 ~ 0,22,

= La probabilidad de que meta tres goles en un partido:

T_ _f_?’f\»
Pr(Nj =3) = 3¢ ~ 022

Estacionariedad e independencia

A raiz de la definicién de proceso de Poisson se puede hablar
de dos propiedades que pueden tener los procesos de llegadas
(no s6lo este tipo de procesos): estacionariedad e independencia.
Por un lado, la primera hace referencia a que la probabilidad de
n llegadas en un intervalo de tiempo ¢ viene siempre dada por la
misma variable aleatoria discreta de Poisson (de media At), sin
importar del instante inicial de dicho intervalo. Se puede definir
como de la siguiente manera:
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> Fue el economista y estadistico ruso
Ladislaus Bortkiewicz el primero que
empled la variable aleatoria de Poisson
en el andlisis de fiabilidad de sistemas.
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= Un proceso de llegadas tiene incrementos estacionarios (homogé-
neos en tiempo) si la variable aleatoria que caracteriza el ndmero
de eventos que suceden en un intervalo s6lo depende de la longi-
tud de dicho intervalo, y no de cudndo empiece. Esto es:

Pr(N{ " =n) =Pr(N2™" =n) Vi, tp,n,7>0

t2
Que exista estacionariedad de los incrementos afecta a la mayor
o menor incertidumbre de los mismos, dado que especifica si lo
que pueda pasar en una ventana de tiempo T depende del instante
inicial de dicha ventana. Si los incrementos son estacionarios, la
probabilidad de lo que pase durante un tiempo T no depende del
instante ¢; o t a partir del cual se define dicho intervalo 7.

Ejemplo 3.3. En un libro (o unos apuntes de una asignatura), el nd-
mero de errores tipogréficos suele tener incrementos estacionarios:
la cantidad de fallos en un bloque de texto depende s6lo de su lon-
gitud (p.ej., en niimero de péginas), y no de si se encuentran p.ej.
hacia el principio o el final del libro (la tasa de errores es constante).

En cambio, si se considera una granja de servidores que nunca se
reparan, el proceso “servidor deja de funcionar” no tiene incremen-
tos estacionarios: p.ej., si en un momento determinado todos los
servidores dejan de funcionar, ya no volveran a producirse errores
de funcionamiento.

Por 0TRO LADO, independencia en los incrementos hace referencia
a que lo que pueda pasar en un intervalo sélo viene determinado
por la tasa A y la longitud de dicho intervalo ¢, y no por lo que
haya pasado en otros intervalos (siempre que los intervalos en
consideracién no se solapen). Esto puede definirse como:

= Un proceso de conteo tiene incrementos independientes si el ni-
mero de eventos que suceden en intervalos disjuntos de tiempo
no guardan relacién entre si. Esto es, para cuatro instantes de
tiempo 57 < t] < sy < tp, se tiene que las probabilidades de que
sucendan 7 eventos en el primer intervalo y m en el segundo son
independientes (véase Figura 3.4):

Pr(N{! = n, N2 = m) = Pr(Ni! = n) Pr(N2 = m) Yn,m

Que un proceso tenga incrementos independientes guarda bas-
tante relacién con su incertidumbre, dado que la independencia
supone que los eventos que hayan sucedido en un intervalo anterior
no afectan a lo que pueda suceder en un intervalo posterior.

Ejemplo 3.4. Sin considerar las “horas punta,” un proceso con
incrementos independientes podria ser la llegada de vehiculos a un
determinado cruce de una carretera en el que, a priori, el nimero de
coches que pasan por un punto de la misma un martes de 2 a 3 AM
no afecta al nimero de coches que pasan por dicho punto de 4 a 6
AM (aunque, siendo un intervalo més largo, puedan ser mds).

n n
"2 TS 12 T
|51 th+T tr th+ T

Figura 3.3: Incrementos estacionarios.

S1 t £ ty

Figura 3.4: Incrementos independien-
tes.



Segunda definicion

La primera definicién de un proceso de Poisson puede entender-
se como una vision estdtica del mismo, dado que en primer lugar
se fija la ventana de tiempo t y posteriormente se analiza lo que
ocurre en ella. A continuacién se analiza el proceso desde un punto
de vista dindmico, esto es, segtin suceden los eventos a lo largo del
tiempo.

Tiempo entre llegadas

Sea Xj el tiempo hasta el primer evento en un proceso de lle-
gadas de Poisson, partiendo desde t = 0, segtn lo ilustrado en la
Figura 3.5. La probabilidad de que dicho evento suceda més all4 de
un valor dado ¢

Pr(X; > t)

coincide con la probabilidad de que no suceda ninguna llegada en
(0,t), que viene dado por:

Igualando ambas expresiones, se tiene que

Pr(X; > t) = Pr(N(t) = 0) = O‘Oﬁ)oﬂf _—

que es, por definicién, la funcién de supervivencia de una variable
aleatoria exponencial de media 1/A. Por lo tanto, se deduce que el
tiempo hasta el primer evento X; se distribuye segtin una variable
aleatoria exponencial.

Sea ahora el caso de la segunda llegada, que ocurre tras un tiem-
po Xp. Para analizar cémo se distribuye dicho tiempo, se supone
que el tiempo X; de la primera llegada ocurre en un determinado
instante s, y se analiza la probabilidad de que X, sea mayor que ¢
condicionada a este valor de X3, segtin se ilustra en la Figura 3.6:

Pr(X; > t| Xy =s) = Pr(0 eventos en (s,s+t) | X1 =s)

Debido a la propiedad de incrementos estacionarios, esto se
puede expresar como

At)°
Pr(X, > t| Xy =s) = Pr(0 eventos en (0,t)) = ( 0') e M =M,

A la vista de lo anterior, se tiene que el tiempo entre la primera
y la segunda llegada X, también se distribuye segtin una variable
aleatoria exponencial, con el mismo parametro A. Este mismo de-
sarrollo se puede repetir para la llegada i-ésima, obteniéndose que
la variable X; se distribuye segtn una variable aleatoria exponen-
cial de media 1/A. De esto se deduce la siguiente definicién de un
proceso de Poisson:3
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t

/—/%
. L,
0 X

Figura 3.5: Que la primera llegada X;
sea més alld de t coincide con que no
haya llegadas durante un tiempo t.

X1:S Xzzf
——
| v,
0 S1=s Sy =5+t

Figura 3.6: Caso de la segunda llegada.

3 El desarrollo presentado sirve para
deducir la segunda definicién par-
tiendo de la primera. Para demostrar
la equivalencia de ambas definicio-
nes (que lo son) deberia realizarse el
razonamiento en el otro sentido, es
decir, partir de la segunda definicion y
demostrar la primera.
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Proceso de Poisson (2* definicién) Un proceso de Poisson N(t) a tasa
A es un proceso de conteo en el que los tiempos entre eventos
son independientes y se distribuyen segtin una variable aleatoria
exponencial de media 1/A.

Ejemplo 3.5. Supodngase que el tiempo entre peticiones a un servi-
dor puede modelarse como una variable aleatoria exponencial X de
media 5 minutos. El ntimero de peticiones por unidad de tiempo,
por lo tanto, es un proceso de Poisson de media A = 1/5 peticio-
nes/minuto, esto es, 12 peticiones/hora. La probabilidad de no
tener ninguna peticién durante 30’ se puede calcular como

Pr(X >30") = Pr(N3’ = 0) = ¢35 = ¢¢

mientras que la probabilidad de no tener ninguna peticién durante
5" es
Pr(X >5)=Pr(N§ =0) =e 5 =¢!

Propiedades de los procesos de Poisson

Una llegada de Poisson en un intervalo de tiempo dado puede
ocurrir en cualquier momento, segtn lo visto en apartado anterior.
A continuacién se analizan tres propiedades fundamentales de los
procesos de Poisson muy relacionadas con esta aleatoriedad.

Descomposicién de procesos de Poisson

Si el apartado anterior trata sobre el agregado de procesos de
Poisson, ahora se aborda el problema inverso: la descomposicién de
un proceso de Poisson en dos procesos. Sea un proceso de Poisson
{N(t),A}, que se descompone en dos procesos N (t) y Np(t) de la
siguiente forma: de forma independiente a cada llegada

= Con probabilidad p dicha llegada se asigna a N;

= Con probabilidad 1 — p se asigna a Np
Ni(t)

tal y como se ilustra en la Figura 3.7.
En estas condiciones, como se demostrard a continuacion, los
procesos N (t) y Np(t) también son procesos de llegada de Poisson No(t)

Y

e independientes, con tasas Ap y A(1 — p), respectivamente.

Figura 3.7: Descomposicion de un

proceso de Poisson en dos.

Ejemplo 3.6. En general, dividir un proceso de llegadas de Pois-
son no resulta en varios procesos de llegadas de Poisson. Sea un
proceso de llegadas de Poisson N(t) a tasa A = 10 usuarios/hora,
por tanto con la siguiente funcién de densidad del tiempo entre
llegadas (suponiendo que ¢ estd en minutos):

fxlt) =g, 20

Y



Supoéngase que este proceso se divide en dos, segtn el tiempo
entre una llegada y la siguiente X;:

= Ny(t): Llegadas pares.
= N;(#): Llegadas impares.

Ninguno de estos procesos es ya de Poisson, ya que el tiempo
entre llegadas deja de ser exponencial, sino la suma de dos variables
aleatorias exponenciales, segtin se ilustra en la Figura 3.8 (para los
dos procesos de llegada). Como se vio en el capitulo anterior, dicha
suma tiene una funcién de densidad

f(0) = iy (1) = gyte°

que es diferente a la de una v.a.exponencial con la misma media

1 12
R >
126 , >0

segln se ilustra en la Figura 3.9

A CONTINUACION, SE DEMUESTRA QUE la descomposicién de

un proceso de Poisson en dos, seleccionando cada llegada con una
probabilidad constante e independiente p, resulta en dos procesos
de Poisson. Dicha demostracién consiste en fijar un intervalo de
tiempo ¢ y analizar la probabilidad de tener n llegadas en el primer
proceso y m llegadas en el segundo. Por simplicidad, no se hace
referencia a la variable temporal ¢ (puede ser cualquier intervalo de
tiempo), por lo que N(t), Ni(t) y Nx(t) pasan a expresarse como

N(t) = N
Ny (t) — Ny
Ny (t) = Np
La probabilidad (conjunta) de tener n llegadas en N; y m en Np

se puede expresar de forma condicionada a tener n + m llegadas en
el proceso original N

Pr(Ny =n,Np =m) =Pr(Ny =n,Ny =m | N =n+m)Pr(N = n+m).
(3-2)

Obtener esta expresion requiere calcular dos probabilidades:

1. Pr(N = n+ m), que es la probabilidad de tener n + m llegadas
en un proceso de Poisson, lo que resulta inmediato:

e_)‘t()\t)”""m
2. Pr(Ny =n,Ny; = m | N = n+m), que es la probabilidad de que,
de un total de n 4 m llegadas, n vayan al proceso N; y m vayan
al proceso Nj.

(3-3)
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X1 X> X3

bl Tl
w0

Figura 3.8: Descomposicién de un
proceso de Poisson en dos.

1072
8,
—A'=6+6
-1
6l Al=12
4,,
2,,
~—
10 20 30

Figura 3.9: Funcién de densidad de
una v.a.exponencial y de la suma de
dos v.a.exp., con la misma media
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Dado que toda llegada que no se asigne a Nj se asignard a Ny, si
el total de llegadas es N = n + m no es necesario tener en cuenta
tanto N7 como N,, basta con uno de ellos:4

Pr(Ny =n,Np=m|N=n+m)=Pr(Ny=n|N=n+m)
=Pr(N; =m|N=n+m).

La probabilidad Pr(N; = n | N = n + m) representa la proba-
bilidad de que de las n + m llegadas, n se asignen al proceso Nj.
Dado que para cada evento de llegada hay una probabilidad p de
que esto ocurra, dicha probabilidad se puede calcular con la va-
riable aleatoria binomial, interpretdndose las n + m llegadas como
experimentos de Bernouilli que tienen éxito con probabilidad p. Por
lo tanto, se tiene que®

ety = [N =ntm) = ("I ) a-pm o)

Substituyendo (3.3) y (3.4) en (3.2), y re-ordenando términos, se
tiene que la probabilidad puede expresarse como

e M (Apt)" e MUPHAQ — )"

Pr(N; =n,N, =m) = p o , (3.5)
que resulta ser el producto de dos probabilidades independientes,
esto es®

Pr(N; =n,N, =m) =Pr(N; = n) - Pr(N, = m)

donde Nj es una variable aleatoria de Poisson de media Apt y N, es
otra variable aleatoria de Poisson de media A(1 — p)t.

Ejemplo 3.7. Sea un router al que llega un tréfico segtin un proceso
de Poisson de tasa 100 tramas/ms y que, por un fallo en el firmware,
descarta tramas con una probabilidad constante e independiente
igual a p = 1/100. El proceso de salida de dicho router también es
de Poisson, de tasa 99 tramas/ms.

Ejemplo 3.8. Sea un switch Ethernet con veinticuatro puertos de
entrada y dos puertos de salida. El mecanismo de forwarding es
tal que se puede suponer que el 70 % de todos los paquetes van

al primer puerto de salida, y el 30 % restante al otro puerto (Figu-
ra 3.10). Si cada puerto de entrada recibe tramas segiin un proceso
de Poisson a tasa A = 10 paquetes/ms, el agregado de tramas que
se reciben en el switch es otro proceso de Poison, de tasa

A = 24 x 10 = 240 paquetes/ms.

Suponiendo que el mecanismo de forwarding se puede modelar
como si cada trama es dirigida al puerto uno (dos) con una pro-
babilidad del 70 % (30 %), entonces el proceso de salida del cada
puerto también serdn un proceso de Poisson, de tasas

Ao1 = 0,7 x 240 = 168 paquetes/ms
Ap2 = 0,3 x 240 = 72 paquetes/ms

4 Por ejemplo, si N = Ny + N, =3+7,
al suponer que N; = 3 ya se tiene
implicito que N, = 7.

5 Se puede comprobar que se llega-
ria al mismo resultado calculando
Pr(N; =m | N =n+m).

¢ Formalmente, para realizar este paso
es preciso realizar el calculo de las
distribuciones marginales Pr(Ny = n) y
Pr(N, = m) a partir de (3.5), haciendo
la suma sobre todos los valores de m y
n, respectivamente.

—> IN 24
OUT 2 (30 %) I—
OUT 1 (70 %) —
—> IN2
—> IN1

Figura 3.10: Switch con 24 puertos de
entrada y 2 de salida.



CoMO ILUSTRA EL EJEMPLO ANTERIOR, las propiedades de agre-
gado y descomposicion de procesos de Poisson pueden simplificar

en gran medida el modelado de sistemas, ya que los procesos resul-

tantes seguirdn manteniendo las propiedades de p.ej. “sin memo-
ria,” que resulta muy conveniente para su andlisis. Sin embargo, en
ocasiones surgird el escollo de que los procesos de llegada no son
procesos de Poisson: por ejemplo, un codificador de voz sobre IP
con tiempo entre tramas practicamente constante. En estas ocasio-
nes, cuando haya muchos procesos (y, por lo tanto, el agregado sea
muy impredecible), también se podra aproximar el proceso global
con un proceso de Poisson, como se vera mas adelante.

Agregado de procesos de Poisson

Sean {Nj(t),A1} y {Na2(#), A2} dos procesos independientes de
Poisson, cuyos tiempo entre llegadas son variables aleatorias ex-
ponenciales, de medias 1/A1 y 1/A,, respectivamente. Se persigue
analizar el proceso de llegadas resultante de su agregado

Nr(t) = Ni(t) UNa(t)

como se ilustra en la Figura 3.11.

La unién de dos procesos de llegada es otro proceso de llegadas,
donde se unen los eventos ordenados en el tiempo de cada uno de
los procesos. Por ejemplo, si las llegadas de cada proceso en los
primeros 10 segundos fuesen

N; = {3,8,9}
N, = {1,4,7,10}

el proceso agregado resultaria ser
Nr ={1,3,4,7,8,9,10}

Dicho proceso Nr(t) se puede caracterizar de dos formas, segun
las dos primeras definiciones de un proceso de Poisson:

1. Analizando el tiempo entre llegadas Xt del proceso agregado.

Por definicién, la construccién del proceso agregado consiste
en, a cada instante, seleccionar la llegada de N7 o Np que ocurra
antes. Segun se ilustra en la Figura 3.11, en la segunda llegada del
proceso agregado (marcada como f7), el tiempo (aleatorio) hasta la
siguiente llegada Xt es el minimo de los tiempos entre llegadas de
cada proceso, X1 y X, (por la propiedad sin memoria de X»):

XT = min(Xl, Xz),

que es otra variable aleatoria exponencial,” de media 1/ (A1 + Ap).
Dado que dicho tiempo entre llegadas es el inverso de la tasa del
proceso, se tiene que el agregado es otro proceso de Poisson, pero
de tasa Aq + Asp.
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Figura 3.11: Agregado de dos procesos
de llegada de Poisson.

7Minimo de variables aleatorias
exponenciales, pagina 38
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2. Analizando el ndmero de llegadas en una ventana de tiempo.

Dada una ventana de tiempo ¢, el nimero de llegadas total viene
dado por la suma de las llegadas de cada uno de los procesos, que
se corresponde con la suma de dos variables aleatorias discretas de
Poisson, de media Ayt y Ayt, respectivamente. Como ya se analizo,?
dicha suma se trata de otra variable aleatoria de Poisson, de media
(A + Ap)t.

Dado que lo anterior se cumple para cualquier ventana de tiem-
po t, el agregado de dos procesos de Poisson es otro proceso de
Poisson, cuya tasa es la suma de las tasas de aquellos.

INDEPENDIENTEMENTE DEL RAZONAMIENTO SEGUIDO, el resul-
tado se puede generalizar a varios procesos: sea un conjunto de n
procesos independientes de llegadas de Poisson, cada uno a una
tasa A;. El agregado de dichos procesos es también un proceso de
llegadas de Poisson, de tasa

A=Y A

1

Ejemplo 3.9. Un switch recibe tramas de tres ordenadores, con ta-
sas de 10, 20 y 40 tramas por milisegundo. Suponiendo que dichos
fujos son independientes y de Poisson, se tiene que el agregado de
los dos primeros flujos es otro proceso de Poisson, de tasa 30 tra-
mas/milisegundo, y que el agregado de éste con el tercer flujo es
también un proceso de Poisson de tasa 70 tramas/milisegundo.

Teorema de Palm-Khintchine

En un proceso de llegadas de Poisson se tiene que en «cualquier
instante de tiempo» existe la misma probabilidad de que se produz-
ca una llegada. Como se ha visto, esto se puede deducir tanto de la
segunda definicién (la probabilidad de no tener una llegada duran-
te t unidades de tiempo no varfa con el tiempo) como de la tercera
(la probabilidad de una llegada en un infinitesimal de tiempo Af es
siempre la misma). De hecho, es relativamente sencillo pensar en
otros procesos de llegada que no sean de Poisson y que, por tanto,
no cumplan estas caracteristicas:

= Si el tiempo entre llegadas es constante e igual a T, pasado un
breve intervalo de tiempo € tras la dltima llegada es seguro que
la siguiente llegada no sucederd hasta T — e.

= Si el tiempo entre llegadas se distribuye uniformemente en
[t1, t2], dado que esta variable aleatoria si tiene memoria, la pro-
babilidad de que no haya una llegada no es constante a lo largo
del tiempo.

Estos casos ilustran que un proceso con el tiempo entre llegadas
constante o uniformemente distribuido no se parecera a un proceso

8 Ejemplo 1.18, pagina 22



de llegadas de Poisson. Sin embargo, cuando se trate del agregado
de muchos procesos de llegadas independientes (no necesariamente
de Poisson), la situacién puede que sea diferente: dado que en
este proceso agregado serd «muy complicado» predecir cuando se
producira la siguiente llegada, su comportamiento serd «parecido»
al de un proceso de Poisson (y tanto més parecido cuantos mds
procesos compongan el agregado). Este resultado es el Teorema de
Palm-Khintchine.9

Para una explicacién intuitiva de que al agregar muchos proce-
sos de llegadas se tiende a un proceso de Poisson, sea el agregado
de varios procesos de llegadas independientes, cada uno con un
tiempo entre llegadas que se distribuye uniformemente, como el
ilustrado en la Figura 3.12 a continuacién. Resulta evidente que,
cada uno por separado, no son procesos de llegadas de Poisson,
dado que —por ejemplo- el tiempo entre llegadas dista mucho de
parecerse a una variable aleatoria exponencial.

Funciéon de densidad

Procesos de llegadas tiempo entre llegadas

l | i

Individuales

Sin embargo, si se considera el proceso resultante de agregar
esos procesos, el tiempo entre llegadas se reduce: tras una llegada
correspondiente a un proceso, es bastante probable que se produzca
otra llegada correspondiente a cualquiera de los otros procesos.
Por el mismo motivo, los tiempos entre llegadas elevados tienden
a ser cada vez menos probables. Como se ilustra en la Figura 3.12,
la funcién de densidad del proceso agregado tiende entonces a
parecerse a la de una variable aleatoria exponencial.

El teorema de Palm-Khintchine formaliza este comportamiento,
enunciando que, para un nimero suficiente de procesos de llegada,
cada uno con una intensidad relativamente baja, dichos tiempos
entre llegadas tienden a ser una variable aleatoria exponencial. Se
puede interpretar este teorema como el teorema central del limite™®
para los procesos de llegadas.

Teorema of Palm-Khintchine Sea un conjunto de n procesos de lle-
gada independientes {N;(t),t > 0}, cada uno de ellos a tasa A;,
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9 Obra de Conrad Palm (1907-1951),
ingeniero y estadistico sueco, y Alek-
sandr Khinchine (1894-1959), matema-
tico soviético.

Figura 3.12: Ilustracion del teorema

de Palm-Khintchine: el agregado de
procesos de llegadas independientes
tiende a comportarse como un proceso
de Poisson.

© E] teorema central del limite esta-
blece que la distribucién de la suma
de variables aleatorias independientes
se aproxima bien a una distribucién
normal.
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dondei =1,2,...,n. La superposicién de todos los procesos

n
N(t) =Y _Ni(t),t >0
i=1
tiende a ser un proceso de Poisson a tasa A = )} A; segin n — oo,
siempre que se cumpla que:

1. La carga total A sea finita.

2. Ningin proceso «domine» el agregado, es decir, A; < A

La importancia del teorema de Palm-Khintchine es clara, dado
que permite aproximar el comportamiento de procesos de llegada
agregados mediante un proceso de Poisson, que resulta —por todo
lo visto hasta ahora— sencillo de modelar. De esta forma, en mul-
titud de situaciones si bien el proceso de eventos generados por
un usuario no pueda considerarse de Poisson, el agregado de varios
usuarios si que se podré considerar de Poisson.™"

Ejemplo 3.10.
da, cada uno conectado a un teléfono VoIP. El codificador de voz

Sea un switch con sesenta y cuatro puertos de entra-

genera una trama cada un tiempo aleatorio, que se distribuye se-
gun una variable aleatoria U/ (8,12) ms. Por lo tanto, cada teléfono
genera 1 trama cada 10 ms, pero no seguin un proceso de Poisson.
Sin embargo, en estas condiciones, teniendo en cuenta que el
numero de procesos es suficientemente elevado, se podria suponer
que el agregado se puede modelar con un proceso de Poisson, de

tasa
64
)\tot = Z/\,’ =64 x
i=1

1 trama

0ms — 6.4 tramas/ms.

Distribucién condicionada de una llegada

Supoéngase ahora que se conoce que ha ocurrido un evento (y s6-
lo uno) en el intervalo [0, t]. Se pretende analizar la probabilidad de

que dicho evento haya sucedido en un instante dado de dicho inter-

valo, con objeto de, por ejemplo, determinar si hay sub-intervalos
donde es mas probable que dicho evento haya ocurrido.

Ejemplo 3.11.
toria discreta de Poisson y que un equipo ha metido un gol en la

Supéngase que los goles siguen una variable alea-

primera parte. Se plantea ahora la cuestién de estimar cudndo se
produjo dicho gol, esto es, jen qué ventanas de tiempo es més pro-
bable que se haya producido dicho gol? ;Hay zonas calientes donde
el equipo marque con més probabilidad?

Una posible intuicién seria suponer que el gol debe haberse
producido hacia la mitad del tiempo considerado (como se ilustra
en azul en la Figura 3.13). Otra opcién seria pensar que, dado que
el tiempo entre goles es exponencial, el gol debe tener una funcién

' De hecho, Erlang y Palm s6lo en-
contraron argumentos heuristicos

para modelar el nimero de llamadas

a una centralita con una distribucién
de Poisson. Fueron Ososkov (1956) y
Khintchine (1960) los que demostraron
formalmente las condiciones necesarias
y suficientes para esta aproximacién.

fo(t)

45
Figura 3.13: Sabiendo que un equipo
ha marcado un tnico gol en la primera
parte, se podria plantear si es mas
probable que hubiese ocurrido hacia la
mitad del primer tiempo (azul) o hacia
el principio del partido (naranja).

t
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de densidad que se pareciese a la exponencial (en naranja en la
Figura 3.13). Como se verd a continuacién, ambas interpretaciones
son incorrectas.

FORMALMENTE, LO QUE SE PERSIGUE es calcular qué valores de X;
(esto es, la primera llegada) son mds probables en un intervalo de
longitud ¢, sabiendo que en dicho intervalo hubo una tnica llegada.
Como se ha hecho anteriormente, para caracterizar una variable
aleatoria se puede calcular su funcién de distribucién F, por lo que
el problema se puede formular como calcular la probabilidad

Pr(X; <s|N(t)=1)

para cualquier valor de s € [0,t]. Esto se puede expresar, por defini-
cién de probabilidad condicionada, como

Pr(X; <s,N(t) =1)

Pr(X; <s|N(t)=1) = Pr(N(t) —)1)

(3.6)

El numerador de la parte derecha (3.6) es la probabilidad de que
haya una llegada en el intervalo [0, s) y, a la vez, s6lo una llegada
en todo el intervalo [0, t], por lo que se puede expresar como

Pr(X; <s,N(t) =1) = Pr(1 llegada en (0,s)) x Pr(0 llegadas en (s, t))
(As)! x5, AE=9)° i)

1! 0!

mientras que el denominador de la parte derecha (3.6) queda como

Pr(N(t) =1) = Pr(1 llegada en (0,¢))

(A
T

por lo que (3.6) queda como

(As)! s % (/\(f(;s))oe—/\(t—s)

Pr(X; <s|N(t)=1) =1t =

S
t

Fu(s)
Segtin este resultado, la funcién de distribucién del tiempo de la 1
. . . <. . . Fu =S / t
primera llegada coincide con la funcién de una variable aleatoria

uniformemente distribuida en [0, ¢] (ilustrada en la Figura 3.14),

esto es
fu(s)
Pr(X1<s\N(t):1)~U[O,t}. fu=1/t

Dado que para la variable aleatoria uniforme la funcién de den-

sidad es constante, se tiene que cualquier instante de tiempo s es

igual de probable para que ocurra esa tnica llegada, por lo que no t
hay «zonas calientes» donde sea mds probable que haya sucedido. Figura 3.14: Funci6n de distribucién
(arriba) y densidad (abajo) de una
variable aleatoria uniformemente
sobre un gol en un partido de futbol, se tiene que dicho gol pudo distribuida en (0, ¢).

En términos de incertidumbre, y refiriéndose al ejemplo anterior

haber ocurrido en cualquier momento de la primera parte: es tan
probable un gol en el primer minuto como en el dltimo.
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PASTA

El acronimo PASTA proviene del inglés Poisson Arrivals See Time
Averages, y podria traducirse como «un proceso de llegadas de
Poisson ve medias temporales», siendo una de de las propiedades

de mayor importancia en la teoria de colas.’ Para definirla, es 2 También se le conoce como la pro-
piedad ROP, de Random Observer

preciso distinguir entre dos «medias» en un proceso aleatorio: B onort
roperty
= La media temporal del mismo, esto es, su valor medio a lo largo

del tiempo.

= La media de los valores que obtenga un observador externo que
«muestree» el proceso en algunos instantes de tiempo.

Ejemplo 3.12. Sea un teléfono VoIP que manda una trama de 80 B
cada 10 ms a través de un enlace de 100 Kbps, con el siguiente
patrén de tréfico La ocupacién media del enlace puede obtenerse

10 ms Figura 3.15: Patrén de tréfico de 8o B
cada 10 ms en un enlace a 100 Kbps.

Trama VoIl Trama VoIP

640 bits

100 kbps 04 ™S

como el tiempo que se tarda en transmitir una trama dividido por
el tiempo entre tramas, esto es

por lo que se puede decir que el canal estd ocupado el 64 % del
tiempo. Sin embargo, un proceso de muestreo periédico cada 10 ms
no medird esta ocupacion, ya que siempre «verd» lo mismo el 100 %
del tiempo: bien el canal libre, bien el canal ocupado (segtn se
ilustra en la figura a continuacién).

Muestreo a 10 ms: ocupacion o Figura 3.16: La ocupacién media que
estima un muestreo no suele coincidir
con la ocupacién a lo largo del tiempo.

Muestreo a 10 ms: ocupacién 100 %

Como se verd a continuacién, cuando el muestreo sigue un pro-
ceso de Poisson, y por tanto tiene la adecuada naturaleza aleatoria,
entonces lo que «ve» dicho muestreo coincide con la media a lo
largo del tiempo del proceso.

SEA AHORA UN CASO GENERAL, como el proceso aleatorio X(7)
ilustrado en la Figura 3.17, que toma tres valores a lo largo de un
tiempo t: A durante a unidades de tiempo, B durante b y C durante



c. Durante este intervalo total t = a + b + ¢, la media a lo largo de
tiempo de X se puede calcular como:

t . . .
)?(t):l X(T)dT:A a+B-b+C-c
t Jo t

Se tiene que, en dicho intervalo f, se produce una llegada segun

un proceso de Poisson. Sea Y la variable aleatoria definida como el
valor que tenga el proceso X cuando sucede dicha llegada, esto es

A silallegada ocurre en a
Y =4 B silallegada ocurre en b

C silallegada ocurre en c
La esperanza de dicha variable Y se puede expresar como
E[Y] = A-Pr(a) + B-Pr(b) + C-Pr(c), (3.7)

donde Pr(x) representa la probabilidad de que la llegada de Pois-
son ocurra en el intervalo x. La probabilidad de que dicha llegada
ocurra en el intervalo 4 se puede expresar como la probabilidad de
que, dado que hay una llegada en ¢, dicha llegada ocurra en a y no

enboenc:
Pr(1 llegada en a) Pr(0 llegadas en b) Pr(0 llegadas en ¢)
Pr(ﬂ) = ’
Pr(1 llegada en t)
por lo que

(Aa)lef/\a (Ab)of)\b (AC)Oef/\c

_ 1! 0! 0! _
Pr(ﬂ) = (/\t)le_/\t = ; .
1!

Siguiendo un razonamiento similar, se tiene que
b c
Pr(b) = Ty Pr(c) = T

es decir: la probabilidad de que la llegada se produzca en un deter-
minado intervalo es igual a la longitud relativa de dicho intervalo
con respecto al total.’3 Con esto, (3.7) queda como

a b c
E[Y]=A--+B-- i
[Y] t+ t+Ct,

que coincide con la expresion para X. Por lo tanto, el valor espe-
rado de lo que «ve» una llegada de Poisson (E[Y]) coincide con la
media temporal del proceso (X).

Ejemplo 3.13. Sea un aula que se llena con 40 alumnos de 9 a 12

de la mafiana y el resto del tiempo permanece vacia. La ocupacién

media durante un dia lectivo de dicha aula se puede calcular como
— 3 horas 21 horas

N = ——— x40 alumnos + ———— x 0 = 5 alumnos.
24 horas 24 horas
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X(7)

Figura 3.17: Proceso que pasa por tres
estados a lo largo del tiempo.

'3 Este hecho también se podria haber
deducido del andlisis de la distribu-
cién condicionada de una llegada,
visto en el apartado anterior.
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Sin embargo, este ntimero medio de alumnos no coincide ni
con lo que «ve» un bedel que sélo llegue al aula para a las 8 de la
mafana (es decir: o alumnos), ni con lo que «ve» un profesor que
siempre llegue a clase 5 minutos tarde (40 alumnos), por lo que
estos procesos de muestreo no son de Poisson.

Suponiendo que los guardias de seguridad tuviesen la orden de
pasar por las aulas de forma «completamente aleatoria» (esto es,
segln un proceso de Poisson), si se tendria que 1/8 del tiempo un
guardia veria 40 alumnos, y 7/8 del tiempo el aula vacia: en este
caso, la media de sus observaciones coincidird con N = 5 alumnos
por la propiedad PASTA.

Tercera definicion

La primera definicién de un proceso de Poisson se puede inter-
pretar como una definicién estdtica, dado que lo que caracteriza al
proceso es que, fijada cualquier ventana de tiempo T; a lo largo del
mismo, el niimero de eventos que ocurren en dicho intervalo sigue
la distribucién de Poisson. Como se ilustra en la Figura 3.18, dada
una tasa de llegadas A se podrian ir definiendo las ventanas Ty, T>,
T3, etc., (de un tamafio dado) y el resultado serfa que el ntiimero
de eventos en cada ventana (N(T;)) sigue una variable aleatoria
discreta de Poisson:

N(T;) ~ Poisson(AT;).

Por otro lado, la segunda definicién tiene un carécter dindmico,
que caracteriza lo que pasa entre una llegada y la siguiente. Como
se ilustra en la Figura 3.19, en este caso la definicién se basa en los
tiempos entre llegadas X1, X», X3, ... que, para un proceso a tasa A,
se distribuyen segiin una variable aleatoria exponencial de media
1/A:

X; ~ Exp(A).

En este apartado se presenta la tercera (y tltima) definicién del
proceso de Poisson, que también tiene una interpretacién dina-
mica pero en vez de analizar lo que ocurre entre una llegada y la
siguiente, caracteriza lo que puede ocurrir «en cualquier momen-
to» de tiempo: por lo tanto, se puede decir que tiene un caracter
instantdneo. La definicién se basa en intervalos tiempo muy cortos
Aty caracteriza lo que puede ocurrir en dichos intervalos. Como se
ilustra en la Figura 3.20, en un determinado intervalo s6lo podran
pasar dos cosas: que se produzca una llegada, o que no se produzca
ninguna. Dado que esta definicién trata con intervalos muy cortos
de tiempo (esto es, infinitesimales), es preciso recordar la definiciéon
de una funcién o(h).

T T T

T O I O Y

Figura 3.18: Ilustraciéon de la primera
definicién de un proceso de Poisson.

———

Figura 3.19: Ilustracion de la segunda
definicién de un proceso de Poisson.

I R

N S S
At At At At At At At At At

Figura 3.20: Ilustracién de la tercera
definicién de un proceso de Poisson.



Funciones o(h)

Se dice que una funcién f(x) es o(h) si se cumple que
lim M =0
h—0 h
esto es, que la funcién f(x) tiene a cero segun x se hace menor de
forma mds rdpida que si tuviese una caida lineal.
Por ejemplo, y tal y como se ilustra en la Figura 3.21, la funcién
f(x) = x? es o(h), dado que se cumple que

2

Iim — =1lmh=0
h—0 h  h—0

La intuicion detras de este artificio de funciones o(h) es que per-
miten realizar aproximaciones al manejar infinitesimales, ya que
dichas funciones podrén «despreciarse» frente a componentes que
crezcan (o se empequeriezcan) segin una funcién lineal.

Resulta sencillo demostrar las siguientes propiedades

» Si las funciones f(x) y g(x) son o(h), su suma f(x) + g(x) tam-
bién es o(h).

» Sila funcién f(x) es o(h) y ¢ es una constante, la funcién c - f(x)
también es o(h).

Tercera definicion

En un proceso de llegadas a tasa A, durante un intervalo de
tiempo ¢ deben producirse en media At llegadas. Esta definicién
se basa en las funciones o(h) para caracterizar lo que pasa cuando
dicho intervalo ¢ tiende a ser de tamafio minimo.

Proceso de Poisson (3% definicion) Un proceso de Poisson N(t) a tasa
A es un proceso de conteo que cumple las siguientes propieda-

des:
(i N(0)=0
(i) N(t) tiene incrementos independientes y estacionarios.

(iii) Pr(N(h) =1) = Ah+o(h)
(iv) Pr(N(h) > 2) = o(h)
Dado que de (iii) y (iv) se puede deducir que
Pr(N(h) =0) =1—Ah+o(h),
se tiene que, sin considerar el término o(h), en un intervalo de
tiempo & suficientemente pequefio pueden pasar dos cosas:

= Que se produzca una llegada, con probabilidad Ah

= Que no se produzca ninguna llegada, con probabilidad 1 — Ah

Esta definicién motiva que un proceso de Poisson sea conside-
rado como un «proceso puro de llegadas», dado que en cada uno
de los intervalos At se tiene que la probabilidad de que ocurra una
llegada es siempre la misma, proporcional a A, e independiente de
los intervalos anteriores.
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0,6 x

04+

02 |

0,2 04
Figura 3.21: La funcién f(x) = x? es

o(h).

0,6
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De la segunda definicién a la tercera

Por la segunda definiciéon de un proceso de llegadas de Poisson
(el tiempo entre llegadas sigue una variable aleatoria exponencial),
la probabilidad de que pase un tiempo ¢ sin que se produzca una
llegada viene dada por

Pr(N(t) =0) 2 Pr(x > t) =e M,

que, realizando la aproximacion de la exponencial mediante una

serie de Taylor centrada en el origen,™ puede aproximarse como 14 Serie de Mac Laurin, que para la
exponencial es

3

x2 X
X =1 o4
¢ =lhat ot

Pr(N(At) = 0) = 1 — AAt + o(At) o
o o(x

La probabilidad de tener al menos una llegada durante ¢ es
Pr(N(t) >1) 2 Pr(x <t) =1—¢ M,
cuyo desarrollo es
Pr(N(t) > 1) = AAt +o(At) .

Esta probabilidad incluye la posibilidad de que se produzca
mas de una llegada en un intervalo de tiempo t. Por lo tanto, la
probabilidad de tener exactamente una llegada es la diferencia de
la probabilidad de tener al menos una llegada y la probabilidad de
tener al menos dos llegadas

Pr(N(t) = 1) = Pr(N(t) > 1) — Pr(N(t) > 2)

Tener al menos dos llegadas en un intervalo de tiempo ¢ coinci-
de con la probabilidad de que la suma de dos variables aleatorias
exponenciales sea menor que t. Segtin lo visto en el capitulo ante-
rior'> se obtiene que esta probabilidad es 5Suma de variables aleatorias expo-

nenciales (%), pagina 42
Pr(N(t) >2)=1—e M- Ate™™
cuyo desarrollo es
Pr(N(t) > 2) = (At)* +o((A1)?)
de lo que se deduce que Pr(N(t) > 2) = o(At) y, por lo tanto,
Pr(N(t) = 1) = AAt + o(At)

A partir de estos resultados se deducen las propiedades (iii) y
(iv) de la tercera definicién. Dado que la variable aleatoria exponen-
cial no tiene memoria estas probabilidades son constantes, por lo
que los incrementos son independientes y estacionarios —propiedad
(ii)-, mientras que la condicién dada por la propiedad (i) es trivial.

Equivalencia entre las definiciones de un proceso de Poisson

Se han presentado tres definiciones de un proceso de llegadas de
Poisson a tasa A; de forma resumida, son:



1. El ntimero de llegadas en un intervalo de tiempo t sigue una dis-
tribucién discreta de Poisson de media At (definicién «Poisson»).

2. El tiempo medio entre llegadas sigue una variable aleatoria
exponencial de media 1/A (definicién «Exponencial»).

3. La probabilidad de una llegada en un intervalo h es Ah + o(h)
(definicién «Infinitesimal»).

Ademas, se ha visto que de la primera definicién se puede dedu-
cir la segunda (pagina 47, al analizar el tiempo entre llegadas de un
proceso de Poisson) y que de la segunda se puede deducir la terce-
ra (en el apartado anterior). Para demostrar que las tres definiciones
son equivalentes, falta por ilustrar que de la tercera definicion se
puede deducir la primera, como se ilustra en la Figura 3.22.

Ejemplo 3.14. Una manera informal de pasar de la tercera definiciéon
a la primera es la siguiente: sea un intervalo de tiempo ¢, como el
ilustrado en la Figura 3.23, dividido en m sub-intervalos de longi-
tud At (por lo que m = t/At). Considerando una llegada como un
«éxito», el intervalo t se puede interpretar como una sucesién de
m experimentos de Bernouilli, donde la probabilidad de éxito p es,
por tanto,
A t t

p=Pr(N(t/m)=1)= )\% +o (m) .

Como se vio en el primer tema (Distribucién de Poisson, pagina
22), cuando m aumenta la distribucién binomial se puede aproxi-
mar con una distribucién de Poisson, de media mp. Cuando At — 0
(esto es, m — oo) se tiene que

m—o0 m—yo0

lim mPr(N(t/m)=1)= lim m (/\t +o <t>> ,
m m
que queda como
lim mPr(N(t/m) =1) = At+ lim m-o <t> .
m—ro0 Mm—00 m

Dado este resultado, queda la dificultad de calcular el limite de
la expresion con una funcién o(h). Para calcular este ultimo limite,
se multiplica y divide por t (que se trata como una constante),
teniéndose que

limm~o<t>— im . 2™ o

m—sco m m—roo t/m

por definicién de funcién o(h). Por lo tanto, la distribucién de Pois-
son tiene de media

I%grgomPr(N(t/m) =1)=At,

como era de esperar.
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Infinit. (3%)

Figura 3.22: Equivalencia entre las
definiciones de un proceso de llegadas
de Poisson.

P P P p

Y S N

e S S S S S S S

At At At At At At At At At

t=At-m

Figura 3.23: Llegadas de un proceso de
Poisson vistas como experimentos de
Bernouilli.
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De la tercera definicién a la primera (*)

La tercera definicién establece lo que puede pasar en un infini-
tesimal de tiempo At, basandose en las funciones o(/), mientras
que la primera definicién establece la probabilidad de n llegadas en
un intervalo de tiempo t. Para simplificar, se empleard la siguiente
notacion:

Pr(N(t) = n) = Py(t).

A continuacién se muestra como a partir de la tercera definicién
es posible deducir la expresion para Py, (t), esto es, la variable alea-
toria discreta de Poisson. Para ello, se parte de la tercera definicién
para analizar como varia P, (t) al pasar de t a f + At. A partir de
esta diferencia, se obtiene la derivada de P, (t) mediante divisién por
At, calculando el limite cuando At — 0 (lo que permitird simplificar
la parte correspondiente a o(h)).

= Caso de Py(t)

La probabilidad de no tener ninguna llegada en un instante de
tiempo t + I se puede expresar, por la propiedad de los incremen-
tos independientes, como el producto de la probabilidad de no
tener ninguna llegada en f por la probabilidad de no tener ninguna
llegada en h:

Py(t+h) = Py(t) - Po(h) (3.8)

Ya se ha visto que Py(h), segtin los puntos (iii) y (iv) de la defini-
cién, se puede expresar como

Po(h) =1—Py(h) — P>a(h) =1—Ah+o(h),
por lo que (3.8) queda como
Po(t+h) =Py(t)- (1 —Ah+o(h)),
que se puede reordenar de la siguiente forma

Po(t—l—h;—PO(t) _ —)LPO(t)—i-O(hih)PO(t)- (3.9)

Calculando el limite cuando 7 — 0, el término D(Th) desaparece

(dado que Py(t) es una constante), por lo queda

o Polt+R) = Po(t)

lim ? = —APy(t). (3.10)

La parte izquierda de la anterior expresién corresponde con la
definicion de la derivada de Py(t). Expresando ésta como P)(t), se
tiene por lo tanto que para calcular Py(t) hay que resolver

Py(t) = =APo(t),
que es una ecuacién diferencial que tiene una solucién de tipo

Po(i') = Ke_’”,



donde K es una constante que hay que determinar. De la propiedad
(i) de la definicion se tiene que Py(0) = 1, por lo que K = 1y por lo
tanto la expresion para Py(t) es:

Po(t) =M,

De esta forma, queda demostrado que siguiendo la tercera de-
finicién de un proceso de Poisson, la probabilidad de no tener
llegadas en un intervalo de tiempo ¢ tiene la misma expresién que
la dada por la primera definicién.

= Caso de P;(t)

Tener una tnica llegada durante un tiempo t + / puede ocurrir de
dos formas (Figura 3.24)

1. Teniendo una llegada en t y ninguna en h.
2. No teniendo llegadas en t y una llegada en h.

De nuevo, por la propiedad de los incrementos independientes,
Py (t + h) se pude expresar como la suma del producto de dos
probabilidades

Py(t+h) = Pi(t)Po(h) + Po(t)Py(h),
que resulta en la siguiente expresién:
Pi(t+h) = Pi(t)(1 = Ah+o(h)) + Po(t)(Ah +o(h)),

Siguiendo un procedimiento similar al caso anterior, se obtiene la
siguiente ecuacién a resolver para calcular P ()

Pi(t) = —APi(t) + Po(t),
que tiene como solucién:
Pi(t) = Ate™™.

Por lo tanto, siguiendo la tercera definicién, se demuestra que la
probabilidad de tener una llegada en un intervalo de tiempo ¢ tiene
la misma expresion que la dada por la primera definicion.

= Caso de Py ()

De forma similar al caso anterior, la probabilidad de n llegadas en
un intervalo ¢ + h de tiempo se puede expresar como

Pa(t+ 1) = Pa(t)(1 — A+ 0(R)) + Py_1(t) (A + 0(h)),

que da lugar a otra ecuacién diferencial. Se puede demostrar, por
induccioén, que la solucién general para la probabilidad de 7 llega-
das es

Ab)"
Py(t) = (m) e™ n=01,...

que equivale a la probabilidad de n llegadas segtn la primera defi-
nicién de un proceso de llegadas de Poisson.
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Pi(t) Po(h) Py(t) Pi(h)
t h t h

Figura 3.24: Por los incrementos
independientes, P; (t + h) se puede
calcular considerando los intervalos t y
h por separado.
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Resumen del tema

= Un proceso de Poisson a tasa A es un proceso de llegadas con
incrementos independientes y estacionarios.

= Se puede definir de tres formas equivalentes:
1. El ntiimero de llegadas en un intervalo de tiempo ¢t sigue una
distribucién discreta de Poisson de media At.

2. El tiempo medio entre llegadas sigue una variable aleatoria
exponencial de media 1/A.

3. La probabilidad de una llegada en un intervalo h es Ah + o(h).

= Un proceso de llegadas de Poisson ve medias temporales (pro-
piedad PASTA).

= El agregado de procesos de Poisson es otro proceso de Poisson.

= La descomposicién de procesos de Poisson, de forma indepen-
diente a cada llegada, da lugar a otros procesos de Poisson.

= El agregado de procesos de llegada independientes (de cualquier

tipo) tiende a comportarse como un proceso de Poisson (teorema
de Palm-Khintchine).
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Teoria de colas: fundamentos

UNA COLA ES UN SISTEMA CON UNO O MAS RECURSOS disponi-
bles para una poblacién de usuarios, que puede que tengan que
esperar para poder acceder a los mismos por estar ocupados por
otros usuarios. La «teoria de colas» se dedica al estudio de dichos
sistemas, que sirven para modelar, por ejemplo, una central de con-
mutacién de llamadas donde puede producirse saturacién en las
lineas (y se ruega volver a llamar dentro de unos minutos), o un
centro de atencién a usuarios, donde las llamadas pueden quedar a
la espera de que un operador quede disponible.

En el campo de las comunicaciones, la teorfa de colas se ha em-
pleado tradicionalmente para modelar sistemas con conversacio-
nes de voz, como los ejemplos ya mencionados. De manera mas
reciente, también se puede aplicar para modelar escenarios de con-
mutacién de paquetes, si bien es preciso tener cierta cautela en las
suposiciones realizadas a la hora de modelar el sistema.

Definicion

En general, una cola es un sistema con una serie de recursos y
una linea de espera, en la que las peticiones de una poblacién de
usuarios aguardan a que alguno de los recursos quede disponible
para ser atendidos. Esto se ilustra en la siguiente figura, donde se
aprecia que los principales elementos son:

Tiempo de servicio .

Tamafio,disciplina
Poblacion J)—— Cola _—
Tasa lle'gadas Recursos

= Una poblacién que genera peticiones al sistema. En un caso ge-
neral, la tasa de generacion de peticiones dependerd, entre otros
factores, de si la poblacién es finita o infinita. Si la poblacién es fi-
nita, que un usuario haya generado una peticién puede afectar a
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Figura 4.1: Caso general de una cola.
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la cantidad de peticiones que se puedan generar a continuacién.
Si la poblacién es infinita, la tasa de generaciéon no dependerd, en
principio, del nimero de peticiones en el sistema.

= Una cola en la que las peticiones generadas por la poblacién
aguardan a ser atendidas. Dicha cola podré tener un tamafio
limitado o ilimitado. En el primer caso, el sistema rechazard las
peticiones que no quepan, bien rechazando la nueva peticién,
o expulsado alguna que ya existiese.” Ademds de esta politica
de rechazo, la cola también debe definir el tipo de politicas para
atender las peticiones (p.ej., First In, First Out), si hay peticiones
con mayor prioridad que otras, o si las peticiones se atienden
una a una o en bloque.?

= Una serie de recursos en paralelo, a los que los usuarios acceden
tras pasar por la cola. Un usuario accede a un recurso, y —en
general- dichos recursos serdn idénticos, siendo ¢; el tiempo
medio de servicio en cualquiera de ellos.3

Ejemplo 4.1. Sea una linea de transmisioén a 100 Mbps a la que
llega un flujo de datos a 50 Mbps compuesto por tramas de 1500 B.
En este caso, las peticiones a la cola son las tramas de dicho flujo,
que llegan a una tasa de

100 Mbps

=———> =416t
1500 B/trama /16 trama/ms

Por otra parte, el recurso es la linea de transmisién, por lo que el
tiempo de servicio se corresponde con el tiempo de transmisién:

1500 B

* = 700 Mbps 20 HS

lo que también puede interpretarse como que la linea tiene una
capacidad de servicio de

U= tl: = 8,33 trama/ms

Suponiendo que haya rdfagas en el proceso de llegada, es de su-
poner que algunas tramas lleguen mientras otra esta siendo trans-
mitida, por lo que aquellas tendran que esperar en una cola (de
salida) antes de ser enviadas. Por otra parte, nétese que la tasa de
entrada A es menor que la capacidad de la linea de transmisién .
Dado que no se crean nuevas tramas dentro del sistema, la linea no
estard siempre ocupada transmitiendo.

Variables de interés

Las principales variables que se suelen estudiar en una cola son
las siguientes:

1 En el caso extremo, la cola tendrd un
tamafio nulo, por lo que las peticiones
o acceden directamente a los recursos,
0 no accederdn al sistema.

2 P.ej., la técnica de packet coalescing
consiste en no iniciar un servicio hasta
que hay un ndmero suficiente de
tramas para ser atendidas.

3 Por simplificar la notacién, en general
se empleard f; (en vez de E[t;]) para
referirse a un tiempo medio, pero la
distincién estard clara por el contexto.
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= Tiempo medio de estancia en el sistema (T): es el tiempo que
transcurre desde que una peticion llega al sistema (es generada
por la poblacién) hasta que ha sido finalmente atendida por un
recurso (abandona el sistema). Dicho tiempo es en general una
variable aleatoria con funcién de distribuciéon Fr(t).

= Tiempo medio de estancia en la cola (W): es el tiempo que trans-
curre desde que una peticion llega al sistema hasta que empieza
a ser atendida por uno de los recursos. De forma andloga, se
puede definir la funcién de distribucién de dicho tiempo Fy (t).

Se trata de retardos medios para todos los usuarios. Si T (k)
representa el tiempo que paso en el sistema el usuario k, el tiempo
medio de estancia en el sistema puede definirse como

=

k
T = lim T(k
k—o0 ; ( )

Resulta claro que el tiempo medio total de estancia en el sistema
estd relacionado con el tiempo medio de espera en cola y el tiempo
medio de servicio:

T =W+t

Dado un tiempo medio de servicio ts también se puede definir
una tasa (médxima) de servicio y = 1/, que se corresponde con
el ritmo al que los usuarios «salen» de un recurso si éste siempre
se encontrase ocupado. Por lo tanto, la expresién anterior también

puede escribirse como

T—W+2
H

= Numero medio de usuarios en el sistema (N): que es la media
temporal del nimero de usuarios (o peticiones) que se encuen-
tran en el sistema, ya sea en la cola o siendo atendidos por un
recurso, a lo largo del tiempo.

= Numero medio de usuarios en la cola (Q): variable similar a
la anterior, pero en este caso en vez de considerarse el sistema
completo, sélo se considera la cola.

En ambos casos se trata de medias a lo largo del tiempo. Por lo
tanto, si N(7) representa el nimero de usuarios en el instante T,
el nimero medio de usuarios en el sistema durante un tiempo ¢ se
define como

N = lim E N(t)dr.

t—oo t Jo

Ejemplo 4.2. Sea un sistema donde el ntimero de usuarios a lo
largo del tiempo es el indicado por la Figura 4.2: al principio hay
dos usuarios, en t = 10 uno lo abandona y luego en ¢t = 15 aparecen
dos usuarios mas, hasta t = 25.
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N(t) Figura 4.2: Numero medio de usuarios
en un sistema.
3|
2 N=22
11
: : : : : ¢
5 10 15 20 25

El nimero medio de usuarios en el sistema durante t = 25 se
puede calcular como

2 usuarios - (10 —0) 4 1 usuario x (15 —10) 4 3 usuarios x (25 —15)

N 25-0

= 2.2 usuarios

EN GENERAL, SE PUEDE DEFINIR la «ocupacién» de un recurso p
como la proporcién de tiempo que dicho recurso estd atendiendo a
un usuario. Con dicho pardmetro, el nlimero medio de usuarios en
un sistema serd igual al nimero medio de usuarios en la cola més
el niumero medio de usuarios en los recursos, esto es:

N=Q+n-p.

Cuando el tamafio de la cola sea finito y, por lo tanto, exista
rechazo de usuarios, tiene interés tratar con otras dos variables que
dependerén de la longitud de la cola:

= La probabilidad de pérdida, o probabilidad de bloqueo (Pp):
probabilidad de que una determinada peticién no pueda acceder
al sistema, porque se encuentra lleno (todos los recursos y la cola
estdn completamente ocupados).

= La tasa efectiva de trafico cursado: si la poblacion realiza peticio-
nes a una tasa A, pero existe dicha probabilidad de bloqueo Pg,

entonces el trafico que se cursa en dicho sistema no es el total del N A(1 — Pg)
ofrecido, sino una fraccién inferior, esto es: ’ Sistema
B

A=A\- (1 _ PB) Figura 4.3: Tasa cursada en un sistema
con bloqueo.

Notacién de Kendall

Con objeto de estandarizar la forma en que definir los posibles

sistemas de espera se aparece la notacién de Kendall,* que emplea +Originariamente propuesta por el
inglés David G. Kendall en 1953 con

tres pardmetros para especificar las caracteristicas de una cola: i .
los tres primeros pardmetros.

A/B/m/K

estos parametros representan:
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= A: especifica cémo se distribuye el tiempo entre peticiones, es

decir, la variable aleatoria entre una peticion que llega al sistema

y la siguiente.

= B: especifica como es la variable aleatoria del tiempo de servicio,

esto es, el tiempo que pasa desde que una peticién accede a un
recurso hasta que es atendida. Tanto A como B suelen servir
para indicar alguna de las siguientes distribuciones de tiempo:

* M (por Markov, o «sin Memoria»): en este caso se trata de la
variable aleatoria exponencial.

* D: si se trata de un caso en que dicho tiempo es una constante

(esto es, se trata de una variable determinista).

¢ G: si se analiza un caso genérico, sin tener que especificar
como se distribuye la variable aleatoria que determina alguno
de los tiempos.

= m: ntmero de recursos idénticos en paralelo.

= K: capacidad méxima de todo el sistema, esto es, ntimero ma-
ximo de peticiones que caben a la vez (en la cola y en los servi-
dores). Si Qmax representa el nimero maximo de peticiones que
caben en la cola, se cumple entonces que

K= Qméx + m.

Ejemplo 4.3. Un sistema D/G/2/4 es una cola en la que:
1. El tiempo entre una peticién y la siguiente es constante (D).

2. El tiempo de servicio para cada peticién puede ser cualquier
variable aleatoria (G).

3. Hay dos recursos en paralelo (2).

4. La cola tiene una capacidad maxima de dos usuarios, dado que
el sistema puede albergar cuatro usuarios en total (4).

Ejemplo 4.4. En una cola M/D/3/c0

1. El que el tiempo entre llegadas es exponencial (M).

2. El tiempo de servicio es constante para todos los usuarios (D).
3. Hay tres recursos en paralelo (3).

4. La longitud méxima de la cola puede suponerse ilimitada, dado
que la capacidad del sistema es infinita (c0).

Dos recursos, t’ serv. ~ general

oL

Tasa constante

Tamarfo cola maximo: 2

Figura 4.4: Sistema D/G/2/4

Tres recursos, t° serv.: constante

bt |

Llegadas ~ Poisson

OO0

Tamario cola — co

Figura 4.5: Sistema M/D/3/c0
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ADEMAS DE ESTOS PARAMETROS DE LA NOTACION DE KENDALL,
en ocasiones se emplean dos variables més, por lo que en el caso
mas completo la representacién serfa

A/B/m/K/N/Z
El significado de los dos tltimos pardmetros es el siguiente:

= N: hace referencia al tamario (finito o no) de la poblacién, lo que
determina cémo varia la tasa de peticiones en funcién de las que
se encuentran en el sistema (por ejemplo, si un usuario no realiza
una peticién hasta que la anterior ha sido atendida).

= Z: especifica la disciplina de la cola, por ejemplo, si en vez de
FIFO se emplea algtn tipo de mecanismo que da prioridad a
unos usuarios frente a otros.

Los tres primeros pardmetros de la notacién de Kendall apare-
cerdn siempre, mientras que los tres tltimos s6lo suelen hacerse
explicitos cuando no se corresponden con los valores por defecto:
si la capacidad del sistema K y la poblacién N son infinitos, y si la
disciplina de la cola es FIFO, no se suelen indicar.

Teorema de Little

Se trata de uno de los resultados fundamentales de la teoria de
colas, que establece una relacién muy sencilla entre dos variables
relativamente sencillas de calcular: la tasa efectiva de entrada de
usuarios en un sistema A y el ntimero medio de usuarios en dicho
sistema N, y una variable que en general resulta algo mas compli-
cada de obtener: el tiempo medio total que pasan en el mismo T. La
relacién es:

N=A-T

Parte de su importancia radica, ademds, en que se puede aplicar
a casi cualquier sistema.

Ejemplo 4.5. Sea el caso de la Figura 4.6 con dos llegadas a un
sistema, en el que la primera permanece dos unidades de tiempo, y
la segunda tres unidades de tiempo. Dado que el tiempo total son
cinco unidades de tiempo, la tasa media de llegadas al sistema es

-2
A=2,
5

mientras que el tiempo medio de estancia en el sistema es
1
T = 5(2—1-3) =5/2.

Se puede comprobar se cumple el teorema de Little, dado que el
nuimero medio de usuarios en el sistema es
_0-1+1-1+2-1+1-2
= = =

N 1,

1

2 3 4 5

Figura 4.6: Ejemplo de un sistema con

dos llegadas
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que coincide con

>
H
Il
a1l N
N Ol
Il
—_

PARA DEMOSTRAR EL TEOREMA DE LITTLE, sea un caso general
como el ilustrado en la Figura 4.7, al que llegan usuarios segiin un
proceso «(t) y del que salen segtin otro proceso B(t). Dado que el
tiempo total que pasa un usuario i en el sistema es la diferencia
entre el instante en que sale y aquel en que entrd, este tiempo T; se
corresponde con la separacion en horizontal entre los procesos S(t)

y a(t).

N(t) Figura 4.7: Ilustracién gréfica del
teorema de Little.

+ Llegadas ~o————

iiiiiiiiiiiii Sa]idas

Por otro parte, el ntimero de usuarios en el sistema en un ins-
tante de tiempo t es la diferencia (en vertical) entre el proceso de
llegadas y el de salidas, esto es

Como se ha visto anteriormente, el nimero medio de usuarios
en el sistema se puede calcular como
1 L d | L d
N=1lim - [ N(1)dt = lim — a(t) —B(1))dt 1
tim 5 [ N(@dr = tim § [ (w(x) - p(x) (41
Notese que la integral de (4.1) se corresponde con el calculo del
area entre a(t) y B(t). Dado que cada «escalén» de estos procesos
tiene de altura 1, dicha drea también se puede calcular como la su-
ma de los «rectdngulos» para cada llegada en el sistema, de altura 1
y anchura T;. Como en el instante ¢ se han producido «(t) llegadas,

se puede aproximar5 5 Esta demostracién no pretende ser

rigurosa.
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Sustituyendo esta expresién en (4.1), queda

1 rt 1 a(t)
N=1lim- [ N(t)dt=1lim - ) T,
t—oo t Jo t—oo i
Multiplicando la parte derecha por «(t)/a(t), reordenando tér-
minos y célculos de los limites, resulta
wt) BGT a0 o RO,

N = lim — - —=— = lim —= - lim

t—oo t Dé(t) t—soo t t—o0 tx(f) (42)

De lo que se obtiene que el ntimero medio de usuarios en el
sistema N es un producto de dos términos:

= El primer término es (el limite de) el cociente del niimero total de
llegadas al sistema entre el tiempo. Por lo tanto, dicho cociente
(si existe el 1imite) es la tasa media de llegadas al sistema:

A2 lim a(t)
t—oo t

= El segundo término es la suma de todos los tiempos de estancia
en el sistema T;, dividida por el namero total de llegadas al
sistema. Por lo tanto, este cociente es el tiempo medio de estancia
en el sistema:

alt)
T = lfm izt 1
t—oo  a(t)

Por lo anterior, el teorema de Little se puede expresar como

N=A-T

UN DETALLE IMPORTANTE a la hora de aplicar el teorema de Little
es que A es la tasa media de usuarios que pasan por el sistema, no
la tasa ofrecida al sistema. Por lo tanto, en los sistemas donde haya

usuarios rechazados® habra que tener en cuenta esta distincién al ¢ Siguiendo la notacién de Kendall,

aplicar el teorema. todos aquel}og que sean de tipo -/-/-
/K, con K finito

Ejemplo: Aplicacion de Little para un sistema con un recurso

Como se ha dicho anteriormente, la versatilidad del teorema de

Little es que resulta valido en cualquier situacién,” independiente- 7 Para todos los casos que nos ocu-
paran, el teorema de Little siempre

. . . L. serd valido, si estd aplicado sobre las
la Figura 4.8, donde se tiene un sistema con un tinico recurso. variables correctas.

mente del sistema considerado. Un ejemplo inmediato es el caso de

Si se aplica el teorema a todo el sistema, se tiene la ya conocida
relacién
N=A-T,

pero, ademds, también se puede considerar la cola y el recurso co-
mo dos sistemas diferentes, lo que permite establecer dos relaciones
adicionales:

= Por un lado, el nimero de usuarios en la cola Q viene dado por
la tasa de entrada a la cola (la misma que al sistema) y el tiempo
que pasan en la misma, esto es

Q=AW
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| Figura 4.8: Little aplicado a un sistema
\ con un recurso.
|
|

= Por otro lado, la ocupacién media del recurso p viene dada por
la tasa de entrada y el tiempo medio de servicio fs (o su inversa
1), esto es

De hecho, partiendo de la conocida expresiéon T = W + £, si se
multiplica por A, se obtiene

AT=A-WHA-t

que resulta en la también conocida relacién entre el nimero medio
de usuarios en el sistema, en la cola y en el recurso:

N=Q+p.

Si en vez de un tnico recurso hubiese m recursos idénticos en
paralelo, se tendria que

Ats=m-p

y, por lo tanto,
N=Q+m-p .

Mediante el teorema de Little se establecen las relaciones funda-
mentales entre las variables de interés en una cola.

Resumen del tema

= El tiempo de estancia en el sistema es la suma de tiempo de
espera en cola y el tiempo de servicio

T:W+ts

= El teorema de Little establece la relacién entre la tasa de llegadas,
el tiempo de estancia y el niimero medio de usuarios

N=A-T
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Cadenas de Markov de tiempo discreto

LA PROPIEDAD SIN MEMORIA de la variable aleatoria exponencial
implica poder descartar la historia del proceso: si un un proceso de
llegadas es de Poisson, la probabilidad de tener una legada dentro
de los préximos cinco minutos no depende de si se acaba de ocu-
rrir una o no. Sin embargo, en varias ocasiones es preciso tener en
cuenta el estado en que se encuentra un sistema, que se puede ver
alterado por una nueva llegada: por ejemplo, en un cajero auto-
matico, la probabilidad de tener que esperar dependera de si estd
ocupado (esto es, alguien llegd antes) o si esta libre; ademads, si hay
mucha gente esperando, es posible que nadie mds quiera hacer cola
(no se produzcan més llegadas).

Las cadenas de Markov son una herramienta analitica que per-
miten modelar sistemas en los que una serie de estados determinan
completamente el posible comportamiento a futuro del sistema:
en un cajero vacio, lo tinico que puede pasar en un futuro es que
llegue un nuevo cliente, mientras que si el cajero estd ocupado, ade-
mas de que llegue un nuevo cliente, también cabe la posibilidad de
que termine el cliente que estd utilizdndolo.

Ejemplo 5.1. Sea un equipo de fiitbol donde hay dos jugadores
encargados de lanzar los penalties, Lucas y Sergio. Lucas tiene un
porcentaje de acierto del 9o %, mientras que Sergio acierta el 50 %
de las ocasiones. La regla que siguen para repartirse los lanzamien-
tos es: si uno falla, el siguiente penalty lo tira el otro, mientras que
si mete gol, repite el siguiente. Para este sistema, la probabilidad
de meter gol claramente depende del lanzador (el estado). Ademas,
dado que el lanzador con mds acierto tirard méas penalties, tampoco
se puede suponer que la probabilidad de que el equipo meta un
penalty es la media de ambos

Pr(gol) # 29705 _ o,

Con dos posibles lanzadores de penalties, se puede considerar
que el equipo tiene dos estados, L 0 S, segtin sea el lanzador. Se

puede representar la regla que siguen para repartirse los lanza-
mientos con un diagrama como el indicado al margen, donde los 0-9 C@f\j@@ 0.5
circulos indican los posibles lanzadores y las flechas las probabi- 05

lidades de que en el siguiente lanzamiento se repita lanzador (si
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la flecha vuelve al estado: el 9o % de las veces para Lucas, el 50 %
para Sergio) o se cambie (si pasa al siguiente estado: el 10 % de las
veces para Lucas y el 50 % para Sergio). Ademas, dado el lanzador,
no sblo estd dada la probabilidad de éxito de este penalty, sino que
también se podra calcular la del siguiente penalty, sin necesidad de
conocer lo sucedido en los lanzamientos anteriores.

UNA CADENA DE MARKOV' es un proceso aleatorio que pasa por
una serie de estados y que cumple una propiedad: una vez cono-
cido el estado en el que se encuentra el proceso, no es necesario
conocer la historia pasada del mismo de cara a poder calcular lo
que pueda suceder en el futuro.

Definicion

Sea un proceso aleatorio {X, } que toma valores en un espacio
finito S = {s1,s2,...,5¢}, como el ilustrado en la Figura 5.1.

S3 : A » - .
So 'Y °
S1e ° ° °
0 1 2 3 nan1 a!

Segtn se observa en la figura, los valores que toma el proceso
desde el instante de tiempo j = 0 hasta j = n son

Xk - {51152/ 51,82,--+, 51153151}

Sea un proceso que se inicie en un instante o y que discurra has-
ta un tiempo indefinido. Dado instante de referencia #, el proceso
se divide en dos partes:

= El «futuro»: los valores X, 11, X,42, etc.
= El «pasado»: todos los valores desde X hasta X,,_;.

El modelado analitico persigue predecir el comportamiento de
un sistema, esto es, calcular las diferentes probabilidades de los
diferentes eventos que puedan suceder: si el instante de referencia
es 11, se pretende calcular la probabilidad de que la cadena pase a
cualquiera de los valores de S en el instante n + 1 (posteriormente
se abordarian los instantes n + 2, n + 3, etc.):

Pr(X,41 = s; | desde el instante ), Vs; € S,

para lo cual dispone de todo lo sucedido hasta # (incluyendo dicho
instante), esto es,

Pr(Xyq1 =5 | Xn =iy, Xn-1=5i, ,---, Xo=5j,), Vs; €S, (5.1)

* Por el matematico ruso Andréi
Markov (1856-1922).

Figura 5.1: Cadena de Markov de
tiempo discreto.
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donde la secuencia s;, s;,, Si,, - - -, Sj, Tepresenta los estados por los
que ha pasado el proceso desde el instante o hasta el instante 7.

Ejemplo 5.2. Siguiendo con el ejemplo de los penalties, supénga-
se que se han lanzado 6 penalties, y los lanzadores han sido los
siguientes

X ={L,L,L,L,S,L}

la probabilidad de que el siguiente penalty lo tire Sergio, segtn la
expresion (5.1), se puede expresar como:

Pr(X; =S| Xe=LXs=5X4=LXs=LX=LX3=1L),

mientras que la probabilidad de que el siguiente penalty lo tire
Lucas serfa:

Pr(Xy=L|X¢=LX5=5X4=LXs=LX,=L,X;=1L),

En este caso, segun las reglas para repartirse los penalties, para
calcular estas probabilidades no hace falta saber toda la historia del
proceso, dado que el lanzador del siguiente penalty sélo depende
del lanzador actual, esto es:

Pr(X;=L|Xe=LXs=8X4=LXs=LX,=LX; =L)
IPI‘(X7Z L | X6 :L)

cuando esto sucede, es decir, cuando el pasado no afecta a la pre-
diccién, sino tinicamente el presente, se dice que el proceso aleato-
rio es una cadena de Markov.

Propiedad de Markov y homogeneidad

A continuacién se formaliza esta propiedad sobre la falta de
dependencia del futuro con el pasado que caracteriza a las cadenas
de Markow.

Cadena de Markov Un proceso aleatorio {X, } en un espacio finito
de valores S = {s1,5,...,5¢} es una cadena de Markov de
tiempo discreto si cumple la siguiente propiedad de Markov:

Pr(Xn+1 = S]' | Xn = sin/anl =Si, 17+~ er = SierO = Sio)
=Pr(Xyy1=5; | Xn=s;,) Vi j{s;}

Esta propiedad indica que, aunque se conozca toda la his-
toria del proceso hasta el instante # (esto es, todos los estados
{siys8iys---,5i,} por los que ha pasado), la probabilidad de que
el proceso pase al estado X;;+1 = s; s6lo depende del estado en que
se encuentre en X,;, y no de dicha historia, para cualquier posible
combinacién de estados s, s; e historia {s;, }.
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Ejemplo 5.3. Sea una red multi-salto que emplea un algoritmo de

forwarding aleatorio como la ilustrada en la Figura 5.3. Hay un men- Origen o . o

saje a transmitir desde un nodo ‘Origen” a un nodo ‘Destino’, y el

algoritmo de retransmisién a cada nodo consiste en escoger un des- b . e

tino de entre los vecinos al azar. Este caso se podria modelar con t

una cadena de Markov, dado que la probabilidad de que un mensa- 3 e ¥ Destino

je llegue a un nodo sélo depende del nodo en que se encuentre y no Figura 5.2: Ejemplo de reenvio aleato-

de todos los nodos que haya visitado. rio en una red multisalto.

LA PROPIEDAD DE MARKOV DEFINE que la probabilidad de pasar
desde un estado s; en el instante # a un estado s jen el instante

n 4+ 1 no depende de lo que haya sucedido en instantes anteriores
a n. Si, ademds, la probabilidad de pasar de un estado al otro no
depende del valor especifico de n (esto es, no varia a lo largo del
tiempo) la cadena de Markov es homogénea:

Pr(Xy = sj|Xy—1 = s;) = Pr(Xp = 5j|X4—1 = 51),  Vn,k,s;,8;

Ejemplo 5.4. Segun la Wikipedia,? algunos de los estados civiles *https://es.wikipedia.org/wiki/
mds habituales son: soltero, comprometido, casado, divorciado, Estado_civil
viudo. En este caso, atin sin tener en cuenta la historia del proceso,

la probabilidad de pasar de un estado dependera de la edad (esto

es, del valor de 7). Se trataria de un sistema inhomogéneo.

UNICAMENTE SE CONSIDERARAN de ahora en adelante cadenas de
Markov homogéneas.

Matriz de transiciones y diagrama de estados

Dado que en las cadenas homogéneas la probabilidad de tran-
sicién de un estado al otro no depende del instante de tiempo
considerado, tiene sentido definir dicha probabilidad para todos
los estados. Ello lleva a la aparicion de los siguientes dos conceptos
fundamentales:

= La probabilidad de transicion (p;j): es la probabilidad de que el
proceso pase al estado s; en el instante n estando en el estado s;
en el instante n — 1

pij £ Pr(Xn = Sj‘Xn,1 = Si)

» La matriz de transiciones (P): es la matriz constituida por las pro-
babilidades de transicién, donde la componente p;; representa la
probabilidad de pasar desde el estado s; al estado s;. Por tanto, la
fila de la matriz indica el estado actual, y la columna el posible
estado siguiente.


https://es.wikipedia.org/wiki/Estado_civil
https://es.wikipedia.org/wiki/Estado_civil
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Ejemplo 5.5. Siguiendo con el ejemplo de Lucas y Sergio (con pro-

babilidades de acierto del 9o % y 50 %, respectivamente), la proba- Siguiente
bilidad del lanzador futuro se ilustra en la Tabla 5.6 al margen. La Ahora | Lucas Sergio
matriz de transiciones de esta cadena de Markov seria la siguiente: IS“E:;SO 2:2 2;
Tabla 5.6: Probabilidad del siguiente
P (0‘9 0.1> lanzador en funcién del actual.
0.5 0.5
EsTA MATRIZ DE TRANSICIONES, dado que representa las proba-
bilidades de que del estado asociado a la fila i se pase al estado
asociado a la columna j (incluyéndose el caso de que se repita esta-
do), debe cumplir las siguientes propiedades:
pij = 0, Vi, j
k
Z pl] = 1, VZ
j=1
Ademds de la matriz de transiciones3 se puede emplear el diagra- 3 La matriz de transiciones también

se denomina matriz de probabilidad,

ma de estados de la cadena de Markov para representarla. Se trata de ! " 1ad
matriz de Markov o matriz estocéstica.

un diagrama como el visto con el ejemplo de los penalties, donde
cada estado se representa con un circulo, y las transiciones entre es-
tados con flechas acompafiadas por la correspondiente probabilidad
de transicién, salvo que dicha probabilidad sea nula (en este caso
no se dibuja la flecha).

Ejemplo 5.6. Para el caso de los penalties, el diagrama de estados
seria el que aparece en la figura al margen. Se puede apreciar que

la suma de todas las probabilidades asociadas a las flechas que
salen de un mismo estado es igual a la unidad. o9 m o5
0.5

Ejemplo 5.7. Sea un jugador de baloncesto al que se le calienta la

mano, esto es, que cuando encesta un tiro es méas probable que

enceste el siguiente tiro: su primer lanzamiento lo acierta el 60 %

de las veces, si ya ha encestado un tiro el siguiente acierta el 8o %

de los intentos, y con dos, tres o mds tiros consecutivos encestados

anota el 9o % de las veces. Este comportamiento se puede modelar

con el siguiente diagrama

a partir del que se deduce la matriz de transiciones P; indicada al 04 06 0 0

02 0 08 0

margen. b= 0010 0 0 09

Este modelado del sistema no es incorrecto; sin embargo, tras 000 0 0 09

una lectura detallada del comportamiento del jugador se puede
comprobar que «sobra» un estado, dado que a partir del segundo
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lanzamiento anotado la probabilidad de éxito es siempre la mis-
ma, por lo que no hace falta distinguir entre 2 y 3. El diagrama de
estados pasa entonces a ser

0.6 0.8
o4 &/(D/N 0-9
CCCD/?ZO 0.10

con la correspondiente matriz P, al margen (mds sencilla).

(0 4 06 O )
PBb=1o02 o 08
CoMoO ILUSTRA EL EJEMPLO ANTERIOR, en general serd sencillo 01 o0 09
anadir estados «innecesarios» que aumenten la complejidad de la

cadena. Sin embargo, también puede ocurrir que existan varias for-

mas de modelar un sistema, en funcién de lo que se desee analizar,

y que no resulte sencillo determinar cudl es la més adecuada. Es

por ello que a la hora de modelar un sistema resulta critico dedi-

car tiempo a determinar el ntiimero y significado de cada estado,

teniendo en cuenta que siempre se ha de cumplir la propiedad de

Markov: un estado debe definir una situacién con toda la informa-

cién necesaria para que la historia pasada del proceso no afecte a lo

que pueda suceder en el futuro.

Ejemplo 5.8. Sea un modelo simple para predecir el tiempo, que a Manana
partir de si hace calor o frio hoy estima con qué probabilidad hara Hoy | Pr(Calor) Pr(Frio)
calor o frio mafiana, segtin la Tabla 5.7. Ca,lor 0.60 0-40
P . . . Frio 0.30 0.70
Dado que solo es preciso saber el tiempo hoy para predecir el de Tabla 5.7: Modelo para el tiempo con
mafana, este sistema se puede modelar con una cadena de Markov una memoria de un dia.

de dos estados, con el siguiente diagrama

0.4

0.6 C(@ij(@:} 0.7

0.3

Supéngase que hay que extender el modelo para tener en cuenta
que nunca hay méas de dos dias frios seguidos. Dado que un estado
contiene toda la informacién necesaria para predecir el futuro,
hay que extender la informacién contenida en los mismos para
«recordar» el nimero de dias que hace frio de forma consecutiva.
Un diagrama que modelase esta nueva situacion seria el siguiente

0.4 0.7
0.6 r\_/®/ﬂ
0.3

1

Por lo tanto, si hace falta considerar la «historia» del proceso
que se quiere modelar, hay que definir los estados de modo tal que
tengan en cuenta dicha historia.

Tiempo de permanencia en un estado

Los elementos de la diagonal de P (esto es, p;;) representan la
probabilidad de que, llegada la cadena {X,} al estado s;, perma-
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nezca en dicho estado en la siguiente iteracion:
£ Pr(Xpq1 =5i | Xp =
pii = Pr(Xus1 =i | Xn = s).

Por lo tanto, el niimero de iteraciones que una cadena permanece
en un estado s; se puede modelar con una distribucién geométri-
ca, donde la probabilidad de «éxito» es la probabilidad de que la
cadena abandone dicho estado (1 — p;;).

Sea D; el namero de veces que la cadena repite de forma conse-
cutiva el estado s;. Dicho nimero aleatorio es una variable aleatoria
geométrica, donde la probabilidad de exactamente k repeticiones es

Pr(D; = k) = p§(1 - pii)
mientras que su media es

1
1—pii

E[D]

Ejemplo 5.9. Para el caso del tiempo de la Tabla 5.7 (repetida al
margen), el nimero medio de dias de calor consecutivos es de

1/(1—0,6) = 2,5, mientras que el numero medio de dias consecuti- Mafiana
g J - Hoy Pr(Calor)  Pr(Frio)
vos de frio sera 1/(1 —0,7) = 3,33. Calor 6o 040
Frio 0.30 0.70

Comunicacién entre estados

A continuacién se formaliza las posibles relaciones entre los esta-
dos de una cadena de Markov, en términos tanto de la probabilidad
de «llegar» a un estado partiendo de otro, como de la «frecuencia»
con la que puede ocurrir.

Irreducibilidad

En los ejemplos vistos hasta ahora, se puede comprobar que,
partiendo desde cualquier estado, es posible «alcanzar» cualquier

otro estado.# Sin embargo, esto no es necesariamente cierto en + Esto es, siempre hay un «camino»
para llegar desde cualquier estado a

todas las cadenas de Markov, como se ilustra en el siguiente caso: -
cualquier otro estado.

1
OEROBE
Dicha figura representa también una cadena de Markov, pero con

las transiciones entre estados mucho més limitadas: en cuanto el
proceso llegue al estado 2, permanecera en el mismo para siempre
(como se vera mas adelante, se trata de un estado absorbente). De
hecho, otro caso mas «extremo» de cadena de Markov donde los
estados no son alcanzables entre si seria el siguiente:

(OO @D
en el que el futuro estd completamente determinado por el estado
inicial del sistema.
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En una cadena con «mucha» conexién entre estados se tendrd
que el proceso no se queda «atrapado» en un estado en particular,
mientras que en aquellas cadenas como las anteriores, serd mas
frecuente que el proceso alcance un estado y no lo abandone. Para
caracterizar una cadena de Markov siguiendo estas ideas se define
la comunicacion entre estados:

= Un estado s; es accesible desde un estado s; si la probabilidad de
alcanzar el estado s; desde el estado s; es estrictamente mayor
que cero, y se denota como:

Si—>S]'

Es decir, que es posible (no es imposible) que en algiin momento
se pueda alcanzar el estado s; partiendo desde s;:

Pr(Xy+m = sj|Xm = s;) > 0, para algtinn > 0

Esta propiedad no implica que p;; > 0 (aunque sea una condi-
cién suficiente), sino que desde el estado s; no es imposible alcanzar
el estado S;. Por definicién, un estado es siempre accesible desde él
mismo (dado que la condicién es # > 0 y no n > 0).

Ejemplo 5.10. Sea la siguiente cadena, con la correspondiente ma-
triz P asociada indicada en el margen.

Se puede comprobar que 3 es accesible desde 1 (1 — 3) a pesar
de que p13 = 0, ya que se cumple que

Pr(Xpi2 = 3|Xm = 1) = 0,5 Vm.

LA PROPIEDAD DE ACCESIBILIDAD ES TRANSITIVA, dado que si el
estado sj es accesible desde el estado s;, esto es,

S; — S]'
y el estado si es accesible desde el estado s;,
S]' — Sk
entonces se tiene que el estado s es accesible desde el estado s;

S;j — Sk

Sin embargo, la propiedad de accesibilidad no es conmutativa,
dado que las flechas son unidireccionales: por ejemplo, en la cadena
representada al margen se cumple que 1 — 2 pero no que 2 — 1.
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Sis;i — sjys; < sj, se dice que los estados s; y s; se comunican
(entre si), y se representa como

Si<—>Sj

Dos estados que se comunican entre si se dice que estan en la misma
clase,, por lo que todos los miembros de la misma clase se comuni-

can entre si.

Ejemplo 5.11. La cadena de Markov dada por la siguiente matriz

05 05 0 O

05 05 0 O

02 02 02 04
0 0 0 1

con el siguiente diagrama de estados

0,2
0,5

0,5

0,5

0,2

Se puede comprobar que dicha cadena tiene tres clases: {1,2},
{3} y {4} (por la definicién de accesibilidad, un estado siempre se

comunica consigo mismo).

A PARTIR DE LA PROPIEDAD de comunicacién entre estados se de-
fine una de las principales caracteristicas de una cadena de Markov:
la irreducibilidad.

Cadena de Markov irreducible: Una cadena de Markov {X,} con
espacio de estados S = {sj,...,sg} y matriz de transicién P
es irreducible si, para todos sus estados s;,s; € S se cumple que
si » sj. Sino es asi, se dice que la cadena de Markov es reducible.

Ejemplo 5.12. Los ejemplos de los lanzamientos de penalties (Ejem-
plo 5.1) o prediccién del tiempo (Ejemplo 5.8) son cadenas de Mar-
kov irreducibles, dado que desde cualquier estado se puede llegar
a cualquier otro estado. Una ejemplo de cadena de Markov redu-
cible serfa la del ejemplo anterior (con tres clases), o la dada por la
siguiente matriz de transicién

05 05 0 O

03 07 0 O
0O 0 02 08
0 0 08 02

4

como se puede ver al representar su diagrama de estados

0,5 0,8

05 C(D:j(@g 07 02 m 02

03 0,8

83
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donde se aprecia que dicha matriz representa dos cadenas «inde-
pendientes», por lo que el andlisis del comportamiento de la cadena
se podrd simplificar (esto es, reducir) a casos mas sencillos, como se
vera mas adelante.

Recurrencia

Partiendo de un estado en una cadena de Markov, puede ocu-
rrir que: (i) nunca se abandone, (ii) se vuelva a visitar pasado un
tiempo, o (ii7) se abandone para no volver nunca. Segun el caso, se
pueden definir diferentes tipos de estado.

= Un estado s; es absorbente si pj; = 1. Es un caso sencillo de iden-
tificar: en el diagrama de estados aparece un «bucle» con p =1,
y en la matriz P la posicion diagonal en la fila o columna tiene el
valor 1.

Cuando en una cadena el proceso alcanza un estado absorbente,
ya nunca saldrd de dicho estado. Una cadena puede tener varios es-
tados absorbentes, como se muestra en la figura al margen (estados
Ay B).

» Un estado s; es recurrente (0 persistente) si, partiendo de dicho
estado, la cadena vuelve a él con total probabilidad:

Pr(volver a s; en algin momento | Xp =s;) =1

Ejemplo 5.13. Sea otra vez el caso de la cadena del Ejemplo 5.12,
con el siguiente diagrama de estados y matriz P al margen.

0,2
0,5

0,5

0,2

Se puede deducir que:
= El estado 4 es recurrente, y se trata de un estado absorbente.

= El estado 3 no es recurrente: la probabilidad de volver a dicho
estado es de 0.2, mientras que con probabilidad 0.8 la cadena
abandona dicho estado para no volver jamas.

= Los estados 1y 2 son recurrentes. Para que p.ej. 1 no fuese recu-
rrente, la cadena deberia abandonar dicho estado (lo que hace
con probabilidad 1/2) y permanecer en 2 para siempre, pero la
probabilidad de permanecer en 2 durante 1 iteraciones es

1 n
(2> — 0,

por lo que se vuelve a 1 en algtin momento.

05 05 0

p— 05 05 0
02 02 02

0 0 0

04
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LA PROPIEDAD DE RECURRENCIA EN UN ESTADO implica que en
algtin momento el proceso volverd a dicho estado. Se trata de una
propiedad de clase: si un estado es recurrente, entonces todos los
estados de su clase son recurrentes.

» Finalmente, un estado s; que no es recurrente se llama transitorio:
existe la posibilidad de que el proceso nunca vuelva a s; una vez
que lo abandone.

En una cadena irreducible (esto es, que sélo tiene una clase), o
todos los estados son recurrentes, o todos son transitorios.

Evolucion en el tiempo de una cadena

Como se ha visto, la matriz de transiciones P define la probabi-
lidad de que la cadena pase de un estado a otro en una unidad de
tiempo

pij £ Pr(Xypq =sj | Xu =s))

por lo tanto, si se sabe dénde se puede encontrar la cadena en un
estado 7 (esto es, las probabilidades Pr(X,, = si) para todo si), se
puede calcular la probabilidad de que esté en cualquier estado en
n+1,yaque

Pr(X, 11 =sj) = ) Pr(Xy11 =s; | Xp = s) Pr(Xy = 5¢), Y5, (5.2)
Sk

Xo X X,

Ejemplo 5.14. Sea una cadena con dos estados {s1,s,} como la ilus-
trada en la figura al margen, que parte del estado s; en el instante

0, esto es P11 P11
Pr(Xo=s1)=1 §1 —> 51 —> 51
De aplicar la expresién (5.2) para el caso de X; resulta Plz\‘ %21
Sy —> S
Pr(X; =s1) =Pr(X1 =51 | Xo =51)Pr(Xo =51) = p11 p22
Pr(Xl = 52) = Pl‘(X1 =5 | Xo = 51) Pr(XO = Sl) =p12 Figura 5.3: Cadena para el Ejem-
plo 5.14

Si se aplica ahora la expresion (5.2) para calcular Pr(X; = s1), se
obtiene

Pr(X, =s1) =Pr(Xp; =51 | X1 =s1) Pr(X1 = s1)+
Pr(X, =51 | X1 =s) Pr(X; =s2)

que, a partir de los valores calculados anteriormente para Pr(X; =
s1) y Pr(X; = s3), puede expresarse como
Pr(Xp = s1) =pupn+
P21P12

lo que tiene una interpretacién muy directa: si se parte de s en
n = 0, hay dos «caminos» para estar en s; en n = 2:

85
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= Bien no se abandona dicho estado en dos unidades de tiempo (lo
que sucede con probabilidad p11p11)

= Bien se abandona dicho estado para volver inmediatamente (lo
que sucede con probabilidad pi1pp21)

GRACIAS A LA PROPIEDAD DE MARKOV, realizar predicciones so-
bre el comportamiento de un sistema es razonablemente sencillo,
ya que basta con calcular probabilidades condicionadas entre un
instante 7 y el siguiente n + 1: por ejemplo, en una cadena de Mar-
kov, la probabilidad de estar en s; en n + 2 si se parte de s; en 1 se
puede expresar como

Pr(Xyp=s5; | Xo=5;) = Y Pr(Xp2 =s; | Xyp1 = s¢) Pr(Xp1 = 5 | X = 5))
VSk

mientras que si el sistema no fuese de Markov, habria que tener en
cuenta la historia a lo largo del proceso:

Pr(Xyq2 =si | Xu =5j) = ) _Pr(Xps2 = si | Xpy1 = 55, Xn = 5;) Pr(Xypq = s | X = 5))
VSk

Ejemplo 5.15. Sea otra vez el modelo del tiempo con las proba-

Mafiana
bilidades de transicién en la tabla al margen. Segtin este modelo, Hoy | Pr(Calor) Pr(Frio)
sabiendo lo que sucede hoy, se puede calcular la probabilidad de Calor 0.60 040

~ . Frio 0.30 0.70
lo que pueda suceder mafiana. Por lo tanto, si hoy hace calor (c),
mafiana también hara calor con una probabilidad de p.. =0.6, y frio
(f) con una probabilidad de p.s =0.4. 0.4
Una vez que se ha estimado lo que puede pasar mafiana, se 06 C@(\}@Q 07
puede calcular la probabilidad de que haga calor pasado mafiana X
= Si mafiana hace calor, pasado mafiana hara calor con probabili-
dad pc. Por lo tanto, la probabilidad de dos dias més con calor
(CC) es
PecPec = 0.6 X 0.6 = 0.36.
= Si mafiana hace frio, pasado mafiana hard calor con probabilidad
0.3. Por lo tanto, la probabilidad de primero frio y luego calor
(FC)
PcfPfc = 0.4 X 0.3 = 0.12.
Por lo tanto, si hoy hace calor, pasado marfiana hard calor con una
probabilidad de
Pr(Pasado marfiana calor) = 0.36 + 0.12 = 0.48.
La probabilidad de que haga frio se puede obtener con un razo-
namiento similar,® o bien directamente como 5 Que se obtendria como

0.6X0.4+0.4X0.7=0.52
Pr(Pasado mafana frio) = 1 — Pr(Pasado mafiana calor) = 0.52
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Los ANTERIORES EJEMPLOS ILUSTRAN que realizar predicciones
en una cadena de Markov es sencillo pero laborioso, dado que
«basta» con calcular las probabilidades de todos los posibles cami-
nos entre un estado inicial y otro final. A continuacién se introduce
un elemento clave (el vector de probabilidades de estado) que per-
mite simplificar este calculo.

Vector de probabilidades de estado

Dada una cadena de Markov de K estados, la probabilidad con la
que dicha cadena se encuentra en el instante n en cada uno de esos
estados se puede representar con el siguiente vector fila:

" & (Pr(X, = s1),Pr(Xy = s3),...,Pr(Xy = s))
La componente i-ésima de dicho vector se representa como
7'(1.(") 2 Pr(X, =s;),

y éstas siempre deben sumar uno:

K
Z nl»(n) =1.
i=1

Ejemplo 5.16. Siguiendo con el ejemplo del tiempo, sea hoy el dia
n = 0y hace calor. Esto se representa como

71 = (Pr(Xy = C),Pr(Xp = F)) = (1,0),
mientras que los vectores (M) y 72 son, respectivamente:
7 = (0.6,0.4)
7 = (0.48,0.52)
Dado un valor de las probabilidades de calor o frio en el dia n

(esto es, 71(”)), y la matriz de transiciones P, resulta sencillo calcular
el valor de 71("*1), dado que por la ley de la probabilidad total

Pr(X,41 =C) =Pr(X,y41 =C| X, =C)Pr(X,, =C) +Pr(X;41 =C | X = F) Pr(X,, = F)
Pr(X,4+1 =F) =Pr(Xy41 =F | X, =C) Pr(X,, = C) + Pr(Xy41 = F | Xy = F) Pr(X, = F)
que puede escribirse como

(n+1) (n) (n)

T =P TPy,
Y = pom” + panl”

y permite calcular la probabilidad de calor o frio de forma iterativa,
como se realiza a continuacién en la Tabla 5.8, donde la matriz de

p_ <0.6 o.4>
0.3 0.7

Como se aprecia en la tabla, el calculo de 7("+1) a partir de 71(")

transiciones es

resulta mecanico, pues basta con multiplicar cada componente
por el valor correspondiente de p;; y sumar. A continuacién se
formaliza esta relacion.
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Tabla 5.8: Evolucién de las probabilida-
des de calor y frio para el ejemplo del

n ngn) (Calor) né”) (Frio)

0| 1.00 0 tiempo.
1 | 0.60 (=1 X 0.6 +0 X 0.3) 0.40 (=1 X 0.4+ 0 X 0.7)

2 | 048 (=0.6 X 0.6 + 0.4 X 0.3) 0.52 (= 0.6 X 0.4 + 0.4 X 0.7)

3 | 0.4440 (=0.48 X 0.6 + 0.52 X 0.3) 0.5560 (= 0.48 X 0.4 + 0.52 X 0.7)

4 | 0.4332 (=0.444 X 0.6 + 0.546 X 0.3) | 0.5668 (= 0.444 X 0.4 + 0.556 X 0.7)

Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov

Como se ha visto en el ejemplo anterior, por la ley de la probabi-
lidad total en una cadena de Markov se cumple que

Pr(X, =s;) =) Pr(Xy, =s; | Xy_1 =5;) Pr(X,—1 =s)).
j

Mediante el vector de probabilidades de estado 71(") y la matriz
de transiciones P se puede expresar esta relacién para todos los
estados s; de forma compacta

7 = 7=Up 551

Ejemplo 5.17. Como se ha visto en el ejemplo anterior, en el caso
de una cadena de dos estados las ecuaciones que permiten calcular
el vector 7(") a cada instante son

" = pum"™V + g
”gn) = Plzﬂgnil) + Pzzﬂénil)

que se puede comprobar que coinciden con la siguiente multiplica-

(. ) = () (7 72)

cion

DADO QUE LA EXPRESION 7" = 7(n=1)p permite calcular la dis-
tribucién de probabilidades 7(") a partir de 71(*~1) para cualquier
n—2)

n, también se puede expresar 77"~ en funcién de 7
71'(”_1) — n'(n_z)P

por lo que se puede calcular 77(") en funcién de 7("—2)

7 = gn=1)p — (7-[("—2)13> P,

esto es,
7" = 7(n=2)p2,

Este resultado se puede generalizar para 71("~3), 7("=4) etc,, lo
que permite calcular cualquier valor de (") a partir de las poten-
cias de la matriz P y un vector inicial 7r(?). Este resultado se conoce
como las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov.
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Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov: Dada una cadena de Markov
{Xy} con espacio de estados S = {sq,...,sk}, matriz de transi-
ciones P y vector inicial de probabilidades de estado 71(?), para
cualquier (") se cumple que

7l = 7(0) pr (5-3)

Ejemplo 5.18. Sea el ejemplo del tiempo, con las siguientes poten-
cias de la matriz P:

p_ 0.6 0.4 P2 _ 048 o0.52 p3 _ [O-444 0.556
~\o3 o7)’ ~ \o3g o061) ~ \og17 0.583
Se puede comprobar que si 1(%) = (1,0), entonces las probabili-

dades de calor y frio en el dia n (recopiladas en la tabla al margen)
coinciden con 71(0) P,

Significado de las filas la matriz P"

Dado un vector inicial 77(?), las potencias de P determinan el va-
lor del vector de distribucién de probabilidades 7). Para analizar
el significado de la matriz P", sea una cadena de Markov genérica
de dos estados {s1,s,} con la siguiente matriz de transiciones:

pP— P11 P12 _
p21 P22

El cuadrado de la matriz P es:

p2_ (P P\ (P P\ _ [ Phtpopa pnprtpop
P21 P22 P21 P22 p21p11 + P22pP21 P21P12+P%2

El primer elemento de la primera fila de P? (es decir, P7) se
compone de dos términos:

1. p3: probabilidad de que, estando en sq, se siga en s; tras dos
iteraciones.

2. p12p21: probabilidad de pasar de s; a 52, y luego pasar de s a s7.

Por lo tanto, P es la probabilidad de que, partiendo de sy, en dos
iteraciones el estado sea s; otra vez (pasando o no por sp).

Por otra parte, el segundo elemento de la primera fila (Plzz) se
compone de:

1. p11p12: probabilidad de permanecer en s; y luego pasar a s;.
2. p12p2e: probabilidad de pasar a s y luego permanecer en s;.

por lo que se corresponde con la probabilidad de terminar en el
estado s, tras dos iteraciones partiendo del estado s.

Probabilidad de
n | Calor Frio
o | 1.00 o
1 | 0.60 0.40
2 | 048 0.52
3 | 0444 | 0556
4 | 0.4332 | 0.5668

Tabla 5.9: Probabilidades de calor y

frio segtn la Tabla 5.8.

89



90 UNA INTRODUCCION AMABLE A LA TEORfA DE COLAS

Ejemplo 5.19. En el ejemplo del tiempo, la potencia cuarta de la
matriz P es

pt—p2.p2 — (0.48 0-52> <o.48 0-52> _ (0-4332 o.5668>
0-39 0.61/ \0:39 o0.61 0.4251  0.5749
en la que su primera fila

P, = (0.4332,0.5668) -

se corresponde con las probabilidades de calor y frio, respectiva-
mente, en el cuarto dia, suponiendo que 7(0) = (1,0).

SE PUEDE DEMOSTRAR QUE, EN UN CASO GENERAL, la fila i de la
matriz P" se corresponde con el vector de probabilidades de estado
(") si el estado inicial en 11 = 0 es s;. Esto es, dicha fila representa
probabilidad de estar en cada uno de los estados {s1,s, ...,k }
tras n iteraciones partiendo del estado s;. Por ello, Pi'} representa la
probabilidad de llegar al estado s; en 1 transiciones partiendo del
estado s;:

Pl 2 Pr(Xutn = sj | X = s1)

y, por lo tanto, un estado s; es accesible desde s; si existe algtn 7 tal
que Pl?} > 0.

Ejemplo 5.20. Sea la cadena dada por la siguiente matriz de transi-
ciones y representada al margen

CEROERGE!

P =

o © O

10
01
01
Resulta sencillo comprobar que el valor de P? resulta ser:

P? =

o O O
o O© O

1
1
1

Lo que significa que, independientemente del estado inicial, en
n = 2 el sistema acabara en sc.

Ejemplo 5.21. Sea la cadena con la siguiente matriz P
3/4

b (1/4 3/4>' 1/4W@1

0 1

Se puede obtener que la potencia P? es igual a

P2 1/16 15/16
Lo 1 ’

mientras que P* resulta ser®

¢Dado que, por definicion, las filas de
la matriz P" tienen que sumar 1, reali-
zar la potencia resulta razonablemente

sencillo.
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bt <1/256 255/256)
Lo 1 ’

de lo que se puede intuir que el valor de P" serd igual a

pr ((1/4>" 1- <1/4>">
0 1

Otra forma de realizar el célculo de P" puede ser por inspeccién
del comportamiento de la cadena. Para ello, se puede partir de la
interpretacion de las filas de P™:

= Sila cadena empieza en el estado 2, permanecerd en él para
siempre, al ser un estado absorbente. Por lo tanto, se tiene que

P2n,* = (0,1)

= Sila cadena empieza en estado 1, existe una probabilidad de
(1/4)" de que permanezca en dicho estado pasadas n iteracio-
nes. Dado que la suma de las probabilidades de cada fila tiene
que ser 1, se tiene que

Pl = ((1/4)",1-(1/4)")

Por lo tanto:

o ((1/4)” 1- <1/4>">
0 1

Periodicidad

Los componentes de P" determinan la probabilidad de encon-
trarse en el estado s; partiendo del estado s; y, por lo tanto, también
determinan la probabilidad de no encontrarse en cualquier estado
en un momento dado. Sea el caso de la cadena de Markov dada por
la matriz y el diagrama de transiciones a continuacién:

() oo

Se puede comprobar que las potencias P" tienen la siguiente
forma para el caso de n impar y par, respectivamente

P2n+1: 0 1 .PZn: 10
1 0/’ 01

Dado que la primera fila de P?**! es (0, 1), si el estado inicial
es s1, resulta imposible que la cadena que pase por dicho estado
los valores de n impares.” En funcién de que exista o no esta im-
posibilidad de volver a un estado, dicho estado sera periédico o
aperiddico.

7 Aunque a lo largo de las iteraciones
la cadena pase la mitad de tiempo en
s1 y la otra mitad en sy, no se puede
decir p.ej. que la probabilidad de que
esté en 51 es de 1/2 para cualquier
valor de n.
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Periodo de un estado: dada una cadena de Markov {X,} con espacio
de estados S y matriz de transicién P, el periodo de un estado
s; se define como el mdximo comun divisor (mcd) de todos los
instantes n en los que la cadena podria volver a dicho estado:

d(s;) Zmecd{n >1: P! > 0}.

Ejemplo 5.22. En la cadena de dos estados del ejemplo anterior se

PP=pt=ps—= . = Lo )
0 1

Por lo tanto, d(s1) = d(s) = 2.

cumple que

EN FUNCION DEL VALOR QUE TOME d(s;) se define si un estado es
periédico o no:

» Sid(s;) =1, el estado es aperiddico.
» Sid(s;) > 1, el estado es periddico, con periodo d(s;).

Una cadena de Markov en la que todos sus estados son ape-
riédicos es una cadena aperiddica, mientras que en caso contrario,
la cadena es periddica. Si dos estados pertenecen a la misma clase,
tienen el mismo periodo, por lo que para identificar si una cadena
irreducible es periddica o aperiédica basta con identificar el periodo
de uno de sus estados.

Ejemplo 5.23. Sea la siguiente cadena de Markov

¢

01
P=10 0
1 0

que se puede comprobar que es periédica con periodo d = 3.
Sin embargo, en la siguiente cadena, que resulta muy parecida” a

la anterior
0O 1 0 1 1

p=|0 o0 1 °‘°1
099 0 0,01

el estado C es aperiodico (dado que pcc =o0.01). Puesto que es
una cadena irreducible, todos los demés estados, y la cadena, son
aperiodicos.

Ejemplo 5.24. Sea la cadena definida por

1/2 1/2 0 0 0
1/2 0 1/2 0 0
pP={(o0 1/2 0 1/2 0 |,
0 0o 1/2 0 1/2
0 0 0 1 0
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se puede comprobar que el valor de P8 es

71/256 57/256 1/4 9/64 7/64
57/256 39/128 29/256 21/64 1/32
P = 1/4  129/256 49/128 9/256  7/32
9/64 21/64  9/256 63/128 1/256
7/32 1/16 7/16  1/128 35/128

Dado que PS > ( para todo i y j, se cumple que P5+” > 0 tam-
bién para todo valor de n > 0. Por lo tanto, todos los elementos de
la diagonal seran estrictamente positivos a partir de P® y siguientes
potencias, por lo que la cadena es aperiddica.

Distribuciones de estado estacionarias

El comportamiento de una cadena de Markov {X, } segtn avan-
za n se rige, como se ha visto, por las ecuaciones de Chapman-

Kolmogorov:
7t — () p,

A continuacién se analiza el comportamiento de una cadena
cuando n — o, con objeto de poder obtener si existe un com-
portamiento «estable» de la misma cuando haya pasado «mucho
tiempo». Esto serviria, p.ej., para calcular la probabilidad media
de que un equipo acierte un penalty, o el % de dias que hace frio o
calor en un determinado pueblo.

Ejemplo 5.25. En el caso del Ejemplo 5.20 se tenia la cadena dada
por la siguiente matriz de transiciones y representada al margen

01 0 OEROERGEL
P=1]0 0 1
0 0 1

De la que se puede se puede deducir que a partir de n > 2

0 01
PP=10 0 1
0 01

lo que significa que, a partir de un valor de #, el sistema acababa en
el estado sc, esto es, () = (0,0,1).
Para el caso del Ejemplo 5.21 se tenia la cadena con la siguiente

1/4 3/4 34
P = ( 0 1 ) 1/4W@1
pr_ ((1/4>" 1—<1/4>">

0 1

A partir de esta expresion, se tiene que segin n — oo la matriz

P”—>01,
0 1

matriz P

En el que

P" tenderé a
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lo que significa que el sistema tenderé al vector (0, 1).

EN LOS DOS EJEMPLOS ANTERIORES se tiene que, a partir de un
valor de 1, la cadena permanece siempre en el mismo estado, por

lo que 77" tiene una componente con valor a 1 y el resto a o. Sin
embargo, como se verd en el ejemplo a continuacién, también podra
pasar que el vector 77(") no cambie segtin avance 7, aunque ninguna
de sus componentes tenga valor igual a la unidad: es la incertidum-
bre sobre el estado en que puede estar la cadena la que no cambia.

Ejemplo 5.26. Sea el ejemplo del tiempo, con la matriz de transicio-
nes y diagrama de estados ya conocidos

p_ 06 04
03 07

Calculando las primeras potencias 2F de P", se obtiene

p?_ 0,48 0,52 ph_ 0,4332 0,5668 o5 0,4286 0,5714
~\039 061/’ ~\ 04251 05749 )’ 104281 05715

por lo que las filas de la matriz P" resultan muy similares. De he-
cho, a partir de la potencia novena las probabilidades entre filas son
iguales hasta el cuarto decimal

po _ (04286 05714\ 0 pu
0,4286 0,5714

Por lo tanto, el vector de distribucién de probabilidades (™) no
cambia significativamente a partir de n > 9, independientemente
del estado inicial. Esto supone que a partir de dicho valor de n

= La probabilidad de que haga calor (o frio) no depende del tiem-
po que hiciese al principio (el primer dia).

= El 43 % (aprox.) de los dias serdn calurosos, y el 57 % frios.

QUE EL VECTOR DE DISTRIBUCION de probabilidades no «cambie»
a partir de un valor de 7 no supone que el sistema se haya vuelto
estdtico, ni que —siguiendo con el ejemplo anterior— la probabilidad
de que haga frio o calor un dia no dependa del dia anterior. Lo
que esto supone es que, teniendo en cuenta todas las posibles se-
cuencias de estados que puede tener {X, }, las probabilidades de
las mismas ponderadas por las transiciones entre estados conver-
gen (para n > 1) a un vector de distribucién de probabilidades. A
continuacién se formaliza la definicién de este vector.

Definicion de 1t

Sea una cadena de Markov con matriz de transiciones P donde,
a partir de un valor de 1, el vector de probabilidades de estado 7z("

).

85i p.ej. se observase el dian = 12y
éste fuese caluroso, la probabilidad de
que n = 13 fuese caluroso seria del 0.6,
y no de 0.4286.
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no varia. En estas condiciones, se cumple que
1
7 = 7+ s

Aplicando las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov a ambos
lados de la equacion, resulta

n(O)Pn — H(O)Pﬂ+1

que puede expresarse como
7O pr — (n<°>P“) p

esto es
W = 7(Mp, (5-4)

Por lo tanto, si un vector 77" no cambia a partir de un valor

de 1, debe cumplir la relacién dada por (5.4).9 Este vector recibe 9 De la expresi6n (5.4) también se tiene
que dicho vector es un autovector de la

el nombre de distribucion estacionaria de la cadena de Markov y se - '
matriz P, de autovalor la unidad.

representa sin superindice

7= lim 7"
n—oo

Vector de distribucion estacionaria: Sea {X,} una cadena de Markov
con matriz de transiciones P. El vector de distribucién de proba-
bilidades 7w = (71, ..., 7TN) es una distribucién estacionaria de la
cadena si cumple que:

nP =1 (5.5)

Ademads, dado que es un vector de distribucién de probabilida-
des, también debe cumplir que

T > 0 Vi, 27‘[1' =1 (56)

Ejemplo 5.27. Para el caso del modelo del tiempo, con la siguiente

p— 06 04
03 07

Se puede comprobar que el siguiente vector

matriz P

= (3/7,4/7).

cumple las condiciones dadas por (5.5) y (5.6), por lo que es una
distribucion de estados estacionaria (més adelante se abordara el
célculo del vector 7).

OTROS NOMBRES QUE SE SUELEN UTILIZAR para referirse a 77 son:
distribucién invariante, distribucién de equilibrio o probabilidades
de estado estacionario.
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Convergencia a un iinico 7t

A partir de la definicién de 77, en una cadena puede ocurrir
tanto que existan varios vectores que cumplan dicha definicién,
como que no exista ninguno. Ademads, también se ha visto que
(1) puede aproximarse a dicho 7 segtin # — oo, pero no en qué
condiciones: la unicidad, existencia y convergencia a 77 dependen
de la irreducibilidad y periodicidad de la cadena.

» Si una cadena es reducible, no todos los estados se comunican
entre si. En estas condiciones, el valor de 77" cuando n — oo
puede ser muy diferente segiin sea el estado inicial.

Ejemplo 5.28. Sea el caso de la siguiente cadena reducible (repre-
sentada al margen):

1/2 1/2 0 1/2m1/2
P=|1/2 172 0
0 0 1

Se puede comprobar que hay al menos dos vectores de distribu-
cién estacionaria validos:

m, = (1/2,1/2,0) y
m, = (0,0,1),

dado que ambos cumplen con la definiciéon.’® Que el comporta- *Se puede demostrar que pa-

miento de la cadena cuando n — oo se corresponda con 77, 0 7T} ra cualquier p € (0,1), el vector )
j L . ) . prta+(1 — p) 7, cumple con las condi-

dependerd del estado inicial y determinard que, en cualquier caso, ciones de distribucién estacionaria.

se puede reducir al andlisis de una cadena de un menor niimero de
estados.

CoMO ILUSTRA EL EJEMPLO ANTERIOR, en una cadena reducible
no puede garantizarse que exista un tinico 7T, ya que al haber maés
de una clase el estado inicial puede determinar el comportamiento
a lo largo de n. En una cadena irreducible, en cambio, dado que
todos los estados se comunican, siempre existird la posibilidad de
visitar cualquier estado independientemente del estado inicial

= Si una cadena es periddica, si el estado inicial es periddico (con
periodo d > 1), la cadena lo volvera a visitar en los mdltiplos de
dicho periodo k - d, y sélo en dichos multiplos: la probabilidad
de que lo visite en cualquier otro momento es nula. Por lo tanto,
es imposible que el vector de distribucién de probabilidades de
estado «converja» a un valor fijo 7

3 lim 7"
n—oo
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Ejemplo 5.29. Sea el caso de la cadena dada por

0 1 1
P=(1 o) @

La cadena alterna de forma estricta entre los estados 1 y 2, por lo
que pasa la mitad del tiempo (aproximadamente) en cada estado.
Sin embargo, si la cadena empieza en el estado 1, a lo largo de n el
vector 77(") no converge a ningtn valor, al no existir el limite, tal y
como se ilustra en la Figura 5.4.

SI LA CONDICION DE REDUCIBILIDAD de una cadena permitia la
existencia de varios vectores de distribucién estacionaria, la pe-
riodicidad de una cadena impide su existencia. En una cadena de
Markov irreducible y aperiédica se tiene que, ademads de que 7
exista y sea tinico, la cadena converge a dicho vector.

Cadenas de Markov irreducibles y aperiddicas: En una cadena de Mar-
kov irreducible y aperiédica se cumple que: (i) existe un vec-
tor de distribucién estacionaria 7, (ii) dicho vector es tinico, y
(iii) independientemente del estado inicial, la cadena converge a
dicho vector:

lim 7™ = 7.
n—oo

Ejemplo 5.30. En el caso del modelo del tiempo, independiente-
mente de que hoy haga calor o frio, la probabilidad de que dentro
de 12 dias haga calor o frio vendrad dada por

= (3/7,4/7),

dado que dicho vector es tnico y la cadena tiende al mismo.

LAS CONDICIONES DE IRREDUCIBLIDAD Y APERIODICIDAD son
condiciones suficientes para garantizar la existencia, unicidad y
convergencia a 71, pero no son condiciones necesarias: existen cade-
nas que, sin cumplir dichas condiciones, pueden tener un tnico 7t
y converger al mismo (como p.ej. las cadenas de los ejemplos 5.20 y

5.21).

Cdlculo de 7t en cadenas irreducibles aperiédicas

Dada una cadena y un vector de distribucién de probabilidades
«candidato» 7, resulta sencillo comprobar si se trata de un vector
de distribucién estacionario: basta con comprobar si cumplen las
ecuaciones (5.5) y (5.6), indicadas de nuevo al margen. Sin embargo,
en un problema de modelado en general se querra calcular dicho
vector, con objeto de analizar alguna variable del sistema, como se
ilustra en el ejemplo a continuacién.

q
q

o 1 2 3

Figura 5.4: Probabilidad de estar en el
estado 1 para el Ejemplo 5.29.

Un vector de distribucién estacionaria
7t debe cumplir que:

nP=nm

27'[,':1

4

Y
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Ejemplo 5.31. Para el ejemplo de los lanzadores de penalties, una
posible variable a analizar es la probabilidad media de que el equi-
po meta un penalty, que estard en un punto intermedio entre la del
mejor lanzador y la del peor. Para calcular esta probabilidad de
meter un penalty Pr(G), dado que se conocen las probabilidades de
que S y L acierten (esto es, las probabilidades condicionadas):

PI‘(G | L) =09
PI’(G | S) = 0,5

se puede aplicar la ley de la probabilidad total, condicionando
sobre el estado en que se encuentre la cadena

Pr(G) = Pr(G | L) Pr(L) + Pr(G | S) Pr(S).

Para lo que es necesario calcular el vector 7.

SI LA CADENA ES IRREDUCIBLE Y APERIODICA, el vector 7t existe
y es tnico, por lo que sélo falta calcularlo. En una cadena de K
estados, aplicar la expresién (5.5)

nP=rm

resulta en un sistema de K ecuaciones, que no permite resolver las
K incoégnitas (esto es, las probabilidades de estar en cada uno de los
estados), por las propiedades de la matriz de transiciones.”” Para
poder resolver el sistema, se descarta una de las K ecuaciones y se

ZT[Z' =1

afiade la condicién (5.6)

Ejemplo 5.32. Continuando con el caso de los lanzadores de penal-
ties, la expresion 7t = 7P resulta en

T, = 0.97TL + 0.57Ts (5.7)

7Ts = 0.17TL + 0.57Ts (5-8)

donde 711 y 7t se corresponden con Pr(L) y Pr(S), esto es, las pro-
babilidades de que el lanzador de un penalty sea Lucas y Sergio,
respectivamente, cuando n — oo. Dicho sistema de ecuaciones no
permite calcular 717 y 75, sino que es preciso afiadir la ecuacién

L+ s = 1 (5.9)
A partir de la expresién (5.7) o (5.8) se obtiene
= 57g,
que sustituyendo en (5.9) resulta en

s = 1/6

y, por lo tanto
T, = 5/6.

" Se trata de un sistema linearmente
dependiente, dado que todas las filas
suman 1: una columna se puede calcu-
lar en funcién del resto de columnas.
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La probabilidad de acierto se calcula mediante la expresiéon ya

vista
Pr(G) =Pr(G | L)Pr(L) +Pr(G | S) Pr(S) ,
esto es,
9 5 11 5
PrC)=156%26 ¢

Tiempo medio de visita entre estados

En una cadena de Markov irreducible y aperiédica con matriz de
transiciones P y ntimero de estados K, sea n;; la variable aleatoria
discreta que representa el ntimero de iteraciones en n que pasan
desde que la cadena estd en el estado s; hasta que llega al estado s;
por primera vez (independientemente de los estados intermedios
por los que pase).

Ejemplo 5.33. En el caso de los lanzamientos de penalties, el tiem-
po medio de visita desde L hasta S (esto es, nys) es una variable
aleatoria geométrica, dado que si la cadena estd en L, el ndmero de
iteraciones necesarias para alcanzar S es

1 Con probabilidad p=o0.1

2 Con probabilidad p=0.9 - 0.1
nrs =

1+k Con probabilidad ;7:(0.9)k - 0.1

que tiene de media

1

E[ns] = T o9

10 -

EN UN CASO GENERAL, a diferencia del ejemplo anterior, no serd
posible caracterizar completamente el tiempo de visita entre dos
estados cualquiera, dado que para ir s; a s; se podré pasar por un
numero de estados intermedios {s;, }. Por lo tanto, el tiempo de
estancia serd una variable aleatoria geométrica, pero no serd tan
inmediato caracterizar el tiempo de visita entre estados.

Ejemplo 5.34. Para la cadena de la figura al margen, el tiempo de
estancia en los estados s; y s3 es una variable aleatoria geométrica,
que coinciden con los tiempos de visita 11, y 132, respectivamente.
Sin embargo, el tiempo de visita 7113 no es una variable aleatoria
geométrica, dado que una vez abandonado el estado s; y llegado a
s2, la cadena puede volver a s; con probabilidad 1/2. Por motivos
similares, el tiempo 13 tampoco es una variable aleatoria geométri-
ca.

1/2 1/2

1/2 WN/@ 1/3

1/2 2/3
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SI BIEN LA VARIABLE 71;; N0 se podrd caracterizar completamente
en un caso general, si que se puede calcular su esperanza, aplican-
do la ley de la probabilidad total. Para ello, se considera tanto el
«salto directo» como todos los posibles caminos:

E[n;j] =Pr(Pasar de s; a s; directamente) - 1 (5.10)
+ ) Pr(Pasar des; a si) - E[n;j | Pasando por sy]
Sk#Sj
esto es, se tiene en cuenta tanto el paso directo como todos los
demads posibles siguientes estados tras abandonar s;, y se calcula el
valor de E[n;;] dada esta condicion.

La probabilidad de que partiendo de s; el siguiente salto sea s
es, por definicién, pj. El niimero medio de saltos para llegar desde
si a s; si el siguiente salto es un estado intermedio s; se puede
expresar como la suma de dos componentes:

= La iteracién que acaba de ocurrir, correspondiente a pasar de s; a
sk (por lo que tiene como valor 1).

» El ntimero medio de iteraciones para pasar de sy a s; que, por
definicion, es [E[n;].

Por lo que queda
E[n;; | Pasando por s;] = 1+ E[n]
De esta forma, la expresion (5.10) queda como

E[ni] = pij+ Y pi(1+E[nj)),

Sk#Sj
que, teniendo en cuenta que E[nj;] = 0, también puede escribirse
como
E[ni] =Y pix - (1+ E[n]). (5.11)
Sk
o bien
E[n;] =1+ ) pi - E[nyl- (5.12)
Sk

Ejemplo 5.35. Sea la cadena dada por

de la que se quiere calcular la esperanza del ntimero de iteraciones
para alcanzar el estado 3 partiendo del estado 1. Siguiendo (5.12),
se puede expresar como:*?

2 Por simplificar notacién se emplea
ny3 en vez de E[nys].
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n13 = 1+ puniz + panzz,

ecuacion en la que, ademads del valor n13 que se desea calcular,
también aparece n,3. Para ésta también se puede plantear una ex-
presion siguiendo (5.12):

123 = 1+ po1nyz + paoninz,

por lo que queda un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas,
del que se obtiene

ni3 = 9/7,1 = 1,267 iteraciones.

Resumen del tema

= Un proceso aleatorio {X, } en un espacio S es una cadena de
Markov si para cualquier 7 la probabilidad de que el proceso pa-
se al estado X, = Sj s6lo depende del estado en que se encuentre
enn—1.

= Si estas probabilidades son constantes, la cadena de Markov es
homogénea y se puede caracterizar con una matriz de probabi-
lidades de transicién P que no depende del instante de tiempo
n.

» El vector de probabilidades de estado (") representa la probabi-
lidad de que en el instante 7 la cadena se encuentre en cada uno
de los posibles estados, y cumple que

7T(Tl+1) — n(”)P — n(O)Pn

= Los estados que se comunican entre si constituyen una clase.
Si en una cadena todos los estados se comunican, la cadena es
irreducible.

= Un estado es periddico si fuera de determinados instantes de
tiempo, multiplos del periodo, resulta imposible que la cadena
pase por dicho estado. Si el periodo es 1, el estado es aperiédico.

= Un vector de distribuciones de estado es estacionario si cumple
que 7T = 7P.

» Una cadena irreducible y aperiédica tiene un tinico vector 7t al
que converge seglin 1 — co.

= El niimero medio de iteraciones para llegar desde el estado s; al
estado s; se puede expresar como

nijj =1+ g Pik - Mkj
j
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UNA INTRODUCCION AMABLE A
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Cadenas de Markov de tiempo continuo

LAs CADENAS DE MARKOV DE TIEMPO DISCRETO resultan ade-
cuadas para sistemas en los que las transiciones tienen lugar en
instantes de tiempo deterministas: el caso de un Aloha ranurado-
donde hay transmisiones o colisiones en instantes de tiempo bien
definidos, un robot que va navegando aleatoriamente por pédginas en
Internet, o si el tiempo (caluroso o frio) en un dia se puede predecir
partiendo del tiempo en los dias anteriores. Sin embargo, cuando
las transiciones no ocurren de forma discreta, sino tras un tiempo
aleatorio y continuo, es necesario otro modelo.

Ejemplo 6.1. Sea el caso de un ordenador que se resetea cada un
tiempo aleatorio, que se puede modelar segin una variable aleato-
ria exponencial de media 1/A. El tiempo que tarda en arrancar tam-
bién es aleatorio, con otro tiempo exponencial de media 1/y. Dicho
sistema se puede representar con una cadena como la siguiente

y, de hecho, guarda bastante relacién con una cadena discreta pe-
ribdica de dos estados. Sin embargo, dado que los tiempos de per-
manencia en cada estado son variables aleatorias continuas, resulta
complicado determinar qué representaria una variable discreta n
que modelase el avance del tiempo, asi como un vector de distribu-
cién de probabilidades 7(").

UNA CADENA DE MARKOV DE TIEMPO CONTINUO se puede in-
terpretar como una «extensién» de las cadenas de tiempo discreto,
donde el cambio de estado no sucede en instantes de tiempo bien
definidos, sino tras instantes aleatorios que siguen una variable
aleatoria exponencial. Debido a que la variable aleatoria expo-
nencial no tiene memoria, se seguird manteniendo la propiedad de
Markov: lo que pueda pasar en el futuro vendrd determinado tni-
camente por el estado en que se encuentre la cadena, y no por el
tiempo que lleve en él, ni por la historia pasada.

103
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Definicion

Una cadena de Markov de tiempo continuo es un proceso alea-
torio en un espacio de estados contable, donde se cumple la pro-
piedad de Markov: fijado un instante de tiempo s, la probabilidad
de estar en un futuro s + ¢ en un estado j sélo dependerd del esta-
do i en el que se encuentre el proceso (en el instante s), y no de la
historia antes de s.

X(T) Figura 6.1: Cadena de Markov de
tiempo continuo. La probabilidad de
estar en el estado j en un tiempo s + ¢
(Pr(X(s +t) = j) sabiendo el valor de
X (s) solo depende de t, y no de lo que
haya pasado hasta s.

S s+t

Historia hasta s t

Cadena de Markov de tiempo continuo (1* definicion) Un proceso esto-
castico {X(t) : t > 0} en un espacio de estados S contable es una
cadena de Markov de tiempo continuo si cumple la propiedad
de Markov:

Pr(X(t+s)=j|X(s) =1, X(tn-1) =in-1,..., X(t1) = i1)
(6.1)

=Pr(X(t+s)=j| X(s) =1i).
para cualquier posible secuencia de instantes de tiempo
0<tHh <tr<...t,1<s<t

y posible secuencia de niimeros de S (el espacio de estados)* ' Los instantes de tiempo y secuencias
de ntimeros sirven para definir cual-
quier posible historia antes de s en la

i,i2,...,iy-1,1,] €S
1,02/ ln—1,1,] expresion (6.1).

Si la probabilidad de pasar a j estando en i no depende del ins-
tante de tiempo s de referencia,

Pr(X(t+s)=j|X(s) =i) =Pr(X(t+u)=j| X(u) =i) Vs,u>0
se trata de una cadena homogénea y se puede escribir
Pr(X(t+s)=j| X(s) = i) = Pj(t).

Tiempo de permanencia en un estado

Como se ha mencionado al inicio del tema, en una cadena de
Markov de tiempo continuo el tiempo de estancia en un estado



CADENAS DE MARKOV DE TIEMPO CONTINUO 105

X(r) Figura 6.2: Tiempo de estancia en el
estado x.

0 s s+t

serd una variable aleatoria exponencial. Esto se puede deducir a
partir de la definicién de la propiedad de Markov, como se realiza a
continuacion.

Sea Ty la variable aleatoria definida como el tiempo de estancia
en el estado x (véase Figura 6.2). La probabilidad de que la cadena
permanezca en x mds de un tiempo s + ¢, suponiendo que perma-
nece més de un tiempo s, se puede expresar como

Pr(Ty > s+t | Ty >s) =Pr(X(r) = x,parar € [s,s +t| | X(r) = x,parar € [0,s])

La propiedad de Markov determina que, dado un punto de
referencia s, la historia pasada no afecta al futuro. Por lo tanto,

Pr(Ty > s+t | Ty >s) =Pr(X(r) = x,parar € [s,s +t] | X(s) = x),

Si la cadena es homogénea, la probabilidad no depende del valor
de s, por lo que la parte derecha de la igualdad anterior se puede
escribir como

Pr(Txy >s+t|Tx >s) =Pr(X(r) = x,parar € [0,] | X(0) =x),

donde esta dltima probabilidad resulta ser, por definicién, la proba-
bilidad de que el tiempo de estancia en el estado x sea mayor que f,
esto es Pr(Tyx > t).

Por todo lo anterior, se tiene que

Pr(Txy >s+t| Ty >s) =Pr(Tx > t)

lo que define que la variable aleatoria Ty no tiene memoria, por lo
que se trata de una variable aleatoria exponencial.

Ejemplo 6.2. El tiempo entre fallos de un servidor web se puede
modelar con una variable aleatoria exponencial de media 1/A.
Puede sufrir dos tipos de fallos: graves, con probabilidad pg, que
requieren un tiempo de reparacién también exponencial de media
1/ug, y leves, con probabilidad p; = 1 — pg, que requieren otro
tiempo de reparacién exponencial de media 1/ ;.

Este sistema se puede modelar con la siguiente cadena de Mar-
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kov de tres estados

1 2

Estados:
Pg 1

Tiempos: 1/yg 1/A 1/u

ya que en todo momento se cumple la propiedad de Markov: si
p-€j. ahora no estd funcionando, la probabilidad de que en los pré-
ximos 5’ siga sin funcionar no depende del tiempo que lleve estro-
peado, sino tnicamente de si el fallo fue grave o leve (esto es, del
estado en que se encuentre).

Notese que modelar este sistema con una cadena de Markov de
dos estados plantea el problema del tiempo que permanece cuando
el servidor ha fallado, que no podria modelarse como una variable
exponencial de media 1/, 0 una variable exponencial de media
1/u; (véase Figura 6.3):

Estados:

H§H

Tiempos: 1/A ???

Ejemplo 6.3. Sea una particula con un tiempo de vida exponen-
cial, de media 1/A. Pasado dicho tiempo, la particula se divide en
dos particulas, con idénticas propiedades a la primera (véase la
Figura 6.4 al margen).

En la situacién inicial, con una tnica particula, el tiempo hasta el
siguiente evento serd una variable aleatoria exponencial, de media
1/A. Con dos particulas, el siguiente evento vendra dado por el
minimo de dos tiempos de vida: en cuanto una de ellas se divida, se
pasard al siguiente estado con tres particulas, por lo que el tiempo
hasta el siguiente evento se distribuira segiin una variable aleatoria
exponencial de media 1/(2A).2

Siguiendo este razonamiento, el sistema se puede modelar con la
siguiente cadena

1 1 1 1
Bados: (1 @ GF G L.
Tiempos: 1/A 1/2A 1/3A 1/4A

Donde en el estado n hay n particulas, cada una con un tiempo
medio de vida exponencial de media 1/, y el tiempo medio de
estancia en dicho estado es por tanto 1/(nA).

Definicion alternativa

Como se ha visto en los ejemplos anteriores, una cadena de Mar-
kov de tiempo continuo se puede relacionar con un diagrama de

0,15 &
50% A =1/5,
50% A =1/10
Exp. A =1/75
0,1+
5 X €1
102

Figura 6.3: Funcién de densidad de
una composicién de v.a. exponenciales
y de una v.a. exponencial

O
~O

t ~ exponencial

QH

Figura 6.4: Particula que se divide en
dos con idénticas propiedades.

2Dado que son variables aleatorias
continuas, la probabilidad de que las
dos se dividan en el mismo instante de
tiempo (que es continuo) es cero.
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estados que guarda una notable relacién con las cadenas de Markov
de tiempo discreto. A continuacién se formaliza esta relacion:

Cadena de Markov de tiempo continuo (2 definicién) Un proceso esto-
castico {X(t),t > 0} en un espacio de estados contable S es una
cadena de Markov de tiempo continuo si cumple que:

1. El tiempo de estancia en cada estado i se distribuye segtn una
variable aleatoria exponencial independiente de media 1/v;.

2. El proceso abandona el estado i hacia el estado j con una
probabilidad p;;, cumpliéndose que p;; =0y Y; pij = 1, Vi, j.

Por lo tanto, una cadena de Markov de tiempo continuo es un
proceso aleatorio que se mueve de un estado a otro segtin una ca-
dena de Markov de tiempo discreto, pero en el que los tiempos de
estancia en cada estado se distribuyen segtin una variable aleato-
ria exponencial. Por la propiedad de Markov, estos tiempos son
variables aleatorias independientes, dado que de lo contrario seria
preciso tener en cuenta la historia pasada del proceso. Un hecho
importante de la cadena discreta asociada es que p;; = 0, esto es,
que nunca «se repite» el estado una vez que ha pasado el tiempo de
permanencia correspondiente.

Ejemplo 6.4. Sea una gasolinera con un surtidor y una capacidad

maxima para dos coches (incluyendo al que esta repostando). Los

coches llegan a repostar segtin un proceso de Poisson a tasa A (por

lo que el tiempo entre llegadas t, se distribuye segtin una variable

aleatoria exponencial de media 1/A) y el tiempo que permanecen 1N A 1 N\

ocupando el surtidor ts; se puede modelar con una variable aleatoria M M

exponencial de media 1/ (por lo que, cuando el surtidor esta
Figura 6.5: Gasolinera con un surtidor

ocupado, los coches «salen» segtin un proceso de Poisson a tasa p). y sitio para dos coches.

Este sistema se puede modelar con la siguiente cadena

1 Pr(ty<ts)
Pr(ts<ty) 1
Tiempos: 1/A 1/(A+nu) 1/u

donde el estado representa el nimero de vehiculos en la gasolinera:

= En el estado o, el tinico evento que puede suceder es la llegada
de un vehiculo, a tasa A. Por lo tanto, el tiempo de permanencia
en este estado es exponencial de media 1/A y, una vez pasado
dicho tiempo, se pasa con probabilidad 1 al estado 1.

= En el estado 1, con un vehiculo respostando, pueden suceder
dos eventos: (i) llegada de otro vehiculo, o (i7) fin del repostaje.
Ambas cosas suceden tras una variable aleatoria exponencial,
de media 1/A y 1/, respectivamente, por lo que lo primero
que suceda determinaré el siguiente estado: si llega antes otro
vehiculo (Pr(t, < t5)) se pasa al estado 2, mientras que si termina
de repostar antes (Pr(fs < t,)) se pasa al estado o.



108 UNA INTRODUCCION AMABLE A LA TEORIA DE COLAS

= En el estado 2, dado que no caben més vehiculos, el tinico evento
que puede suceder es el fin del repostaje, tras el que se pasa al
estado 1.

El tiempo de permanencia en el estado 1 viene dado por el mi-
nimo de dos variables aleatorias exponenciales, por lo que es otra
exponencial, de media 1/ (A + u).3 La probabilidad de que una 3 Minimo de variables aleatorias
llegada se produzca antes del fin del repostaje (o viceversa) viene exponenciales, pagina 38

dada por4 4+ Comparacién de variables aleatorias
exponenciales, pagina 40

Pr(t, < ts) = /\iy Pr(t; < t,) = AVTy
Ademés, ya que el tiempo de estancia es una variable aleatoria
exponencial, se puede interpretar que la cadena abandona el estado
1 seglin un proceso de Poisson a tasa A + p, y se descompone en
dos procesos: con probabilidad Pr(t; < t,) hacia el estado o y con
probabilidad Pr(t, < ts) hacia el estado 2. Por lo tanto, las tasas de
salida son

H

A
Tasa d (A -—— =Avytasad (A =
asade1a2 (A+pu) y tasade 1a 0: (A+ ) p

At #o

con una interpretacién muy inmediata: la gasolinera se llena a la
tasa de llegada de vehiculos y se vacia a la tasa de repostaje.

Evolucion en el tiempo de la cadena

En las cadenas discretas la evolucién del sistema sucede en ins-
tantes de tiempo bien delimitados (de 1 a n + 1) segtin las ecuacio-
nes de Chapman-Kolmogorov:

gt = z(Wp,

En el caso de una cadena de tiempo continuo, analizar la evo-
lucién de la cadena en el tiempo supone ser capaz de calcular la
probabilidad de que la cadena esté en el estado i en un instante de
tiempo ¢, esto es,

pi(t) = Pr(X(t) = i) ,
lo que resulta mas complicado dado que hay un continuo de instan-
tes de tiempo.

Ejemplo 6.5. Para el caso de la maquina que se estropea (Ejem- !
plo 6.1), con el diagrama de estados indicado al margen, resulta Estados:
claro que el sistema alterna entre dos estados, y que el tiempo de T
permanencia en cada uno de ellos se distribuye segtin una variable Tiempos: 1/A 1/u
aleatoria exponencial, de distinta media. Una posible realizacién de
dicha cadena serfa la ilustrada en la siguiente figura:

Esta figura ilustra la dificultad del célculo de la probabilidad de
que la cadena esté en un determinado estado para un instante de
tiempo, particularmente si se compara con el caso de las cadenas de
Markov de tiempo discreto, como se discute a continuacion.
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X(t) Figura 6.6: Evolucion del estado (OK
0 KO) de una médquina a lo largo del
tiempo.

t1,t3, t5 ~ exponencial(A)

1 t3 t5

OK

ty ty

KO
ty, ty ~ exponencial(y)

Dado un estado inicial i en t = 0 (esto es, unas condiciones ini-
ciales), es sencillo calcular el tiempo que la cadena permanece en
dicho estado: por lo visto anteriormente,® se trata de una variable 5 Tiempo de permanencia en un
aleatoria exponencial de media 1/v;, por lo que la probabilidad de estado, pégina 104
que la cadena permanezca en dicho estado coincide con el tiempo
de supervivencia:

Pr(X(s) =i,paras € [0,¢] | X(0) =i) = e " .

Sin embargo, resulta mas complicado calcular la probabilidad de
que, dado un estado inicial, la cadena se encuentre en dicho estado
en cualquier instante de tiempo f, ya que es necesario considerar si
ha permanecido en dicho estado, si ha visitado otros estados una o
maés veces, e incluso cudndo se han producido dichas visitas. Dada
esta infinidad de posibilidades en la evolucién de p;(t), para su
célculo se analizara lo que pueda ocurrir en un infinitesimal del
tiempo At.

PARA CALCULAR LA PROBABILIDAD de que la cadena se encuentre
en el estado 7 en el instante de tiempo ¢ (esto es, p;(t)), sea una
cadena genérica como la ilustrada a continuacién

Pki Pij Pj...
Estados: .. M\}D/—\ ..
Pk... Pik pji
Tiempos: 1/v 1/v; 1 /v]-

Dado que el tiempo de estancia en un estado es una variable
aleatoria exponencial de media 1/v;, se puede interpretar que la
cadena abandona un estado segtin un proceso de Poisson a tasa
v;. Con esto, se puede emplear la tercera definicién de un proceso
de Poisson para calcular lo que puede suceder tras un instante de

tiempo At, y calcular la derivada de p;(t), de forma similar a como

se demuestra que la tercera definicién lleva a la primera.6 ¢Segtin la tercera definicién, un
proceso de Poisson N(t) a tasa A es

En un intervalo infinitesimal de tiempo At la probabilidad de
. . un proceso de conteo que cumple las
que el sistema abandone el estado i es siguientes propiedades:
() N(0)=0

(i) N(#) tiene incrementos indepen-
dientes y estacionarios.

(i) Pr(N(h)=1) = Ah+o(h)
(@) Pr(N(h) >2) = o(h)

Pr(salir de i en At) = v; - At + o(At).

ya que 1/v; es el tiempo medio de estancia en i. Fijado un ins-
tante de tiempo ¢, la probabilidad de que en ¢ + At el sistema se
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encuentre en el estado i se puede expresar en funcién de dénde se
encontrase en el instante ¢, pudiendo ocurrir que:

= El sistema ya se encontraba en i y no lo abandona, o que

= El sistema se encontraba en cualquiera de los otros estados j # i
(Io que ocurre con probabilidad p;(t) para cada estado j), y lo
abandona para moverse al estado i.

Por lo tanto, el calculo de p;(t + At) se puede expresar como
pi(t + At) =p;(£)(1 — Pr(salir de i en At)) (6.2)
+ ) pj(t) Pr(salir de j en At) Pr(ir de j a i)
j#i
La probabilidad de que no lo abandone es
1 —Pr(salir de i en At) =1 — (v; - At +0(At)),
mientras que la probabilidad de salir del estado j para llegar a i es
Pr(salir de j en At) Pr(ir de j a i) = (v;At + o(At))p;;

donde pj; es la probabilidad de pasar de j a i una vez se sale del
estado j, como se ha visto anteriormente.

Por simplificar la notacién, no se tendran en cuenta las o(At)
en las siguientes expresiones, dado que desapareceran cuando se
realice el calculo de la derivada de p;(t) (esto es, cuando At — 0). A
partir de las expresiones anteriores, (6.2) queda como:

pi(t+ At) =p;(t)(1 —viAt)

+ 2 p](t)U]Atp]l
J#

Reordenando los elementos de la anterior ecuacién, se obtiene

pi(t + At) — pi(t)

At = 7pi(t)vi + ij(t) “OiPji »
J#i
que cuando At — 0 permite obtener la derivada:
dp;(t ‘
p;i ) < p;(t) = —pi(t)v; + ;pj(t) -vipji, 1=0,1,...,K (6.3)
Fall

expresion que permite interpretar la derivada de p;(t) (esto es, el
crecimiento de la probabilidad de que la cadena se encuentre en el
estado i en el instante t), en términos de dos componentes:

= Un término negativo, que se corresponde con la probabilidad de
que se encontrase en dicho estado i en f (esto es, p;(t)) multipli-
cado por la tasa de salida desde el estado, esto es, v;.

= Un término positivo, que es la suma de la probabilidad de que
se encontrase en cualquier otro estado j (p;(t)) por la tasa de
transicion desde j a i. Dicha tasa de transicién es el producto de
la tasa de salida de j (v)) por la probabilidad de ir desde j a i

(pji)-
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Ejemplo 6.6. En el ejemplo de la gasolinera, modelado con la si-
guiente cadena

1 Pr(t,<ts)
Pr(ts<to) 1
Tiempos: 1/A 1/(A+u) 1/u

Las tasas de salida desde cada estado son

ZJO:)L
'01:)L+]4
Uy = Up

mientras que las tasas de transicion entre estados son

Deoa1=A Dertao=yu
Dei1az2=A Deiaz=upu

Como es de esperar, la suma de las tasas de transicién desde un
estado coincide con la tasa de salida de dicho estado (p.ej., la suma
de las tasas de 1 a 2 y de 1 a 0 coincide con vy).

Matriz de tasas de transicion

Las tasas de salida y entrada se pueden representar con la matriz
de tasas de transicién Q, también llamada generador infinitesimal,
donde

= El elemento de la fila i y columna j es la tasa de transicion desde
el estado 7 al estado j

gij = Vi - pij

= Los elementos de la diagonal representan las tasas de salida
desde los estados de la cadena, esto es

dii = —0;

Dado que cuando una cadena sale de un estado debe ir a otro
diferente, la tasa de salida del estado i se corresponde con la suma
de las tasas de llegada desde el estado i a todos los demds estados.
Por lo tanto, 7

—qii =0 = Z%’j
j#i

Ejemplo 6.7. El caso de las particulas que se dividen se podia mo-
delar con la siguiente cadena

Tiempos: 1/A 1/2A 1/3A 1/4A

7En las cadenas de tiempo discreto

la suma de las filas de la matriz P

era igual a 1, lo que resultaba en que
p-€j. una columna se podia obtener a
partir del valor de todas las demas.
En este caso, en las cadenas de tiempo
continuo la suma de las filas de la
matriz Q es igual a o (y también

se puede deducir el valor de una
columna a partir del resto).
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que se corresponde con la siguiente matriz Q:

A A 0 0 0
0 —20 24 0 0
Q=10 o0 -31 3% 0

Ejemplo 6.8. Para el caso de la gasolinera, la matriz de tasas de
transicién o generador infinitesimal resulta ser:

A A 0
Q= —-A+pu A
0 Iz —H

LA MATRIZ DE TASAS DE TRANSICION permite expresar la evolu-
cién de una cadena continua de forma similar a como lo hacen las
ecuaciones de Chapman-Kolmogorov para el caso discreto. Sea una
cadena de K estados con las probabilidades de estado representadas
en forma vectorial

p(t) = [po(t), p1(t), pa(t), ..., px(t)],

y las derivadas de dichas probabilidades, también en forma vecto-
rial

p'(t) = [po(t), Pr(8), pa(t), -, P (H)]-

A partir de estas definiciones, la expresién (6.3) para todos los

8

estados queda como 8 Se repite aqui (6.3):

p'(t) =p(t)Q. (6.4) pi(t) = _Pi(t)vi“’j;Pj(t) “pji

Ejemplo 6.9. De nuevo en el caso de la gasolinera, la ecuacién (6.4)
quedaria como

—A A 0
[po(1), p1(8), Pa()] = [po(t), pr(t), p2(D] | 1 —(A+p) A |,
0 Iz —u

lo que darfa lugar a un sistema de ecuaciones diferenciales.

ANALIZAR EL COMPORTAMIENTO EN TIEMPO de una cadena de
Markov de tiempo continuo resulta mas dificil que hacer lo mismo
en el caso de las de tiempo discreto, dado que hay que tratar con

ecuaciones diferenciales.9 Para ilustrar esta complejidad, a conti- 9 Al sistema de ecuaciones diferencia-
les habria que afiadir la condicién de

nuacion se analiza el sistema mads sencillo. rla qu
normalizacién Y ; p;(t) = 1.
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Ejemplo: andlisis en el tiempo de una mdquina con dos estados

Sea el caso del inicio del tema: una maquina con un tiempo de
vida que se distribuye segtin una variable aleatoria exponencial de
media 1/A y un tiempo de reparacién que se distribuye también
segln otra variable aleatoria exponencial de media 1/:

Estados:

1
Tiempos: 1/A 1/u

Se quiere calcular la probabilidad de que la maquina se encuen-
tre funcionando en un instante de tiempo ¢, esto es, pok(t). Segun
lo visto anteriormente, la derivada de esta probabilidad se puede
expresar como

pox(t) = —pok(t)A + pro(t)p

Con la condicién de normalizacién pok(t) + pro(t) = 1 resulta
la siguiente ecuacién diferencial de primer orden

pox(t) = p— pox(£)(A + ),

que tiene una solucién de la forma

__F —(A+p)t
pok(t) Py + Ke

donde K es una constante que depende de las condiciones iniciales
del sistema:

= Sila maquina funciona en t = 0, entonces pok(0) = 1. De esto se
deduce que K = A/ (A + u), por lo que

p A~

H= >4+ _ =
pok(t) /\+ﬂ+/\+ﬂ

» Sila maquina estd estropeada en t = 0, entonces ppok(0) = 0, de

lo que se deduce que K = —u/(A + u), por lo que

__H K —(A+p)t
H=-————-_L
pok(t) Atu Atp

Se ilustran ambas soluciones de pok(t) en la Figura 6.7, para un
caso donde y = 2 y A = 1. Segtin se aprecia en la figura, indepen-
dientemente de las condiciones iniciales, a partir de aproximada-
mente 1.5 unidades de tiempo el efecto de éstas desaparece, siendo
la probabilidad de encontrar la mdquina funcionando constante e
igual a

pok(t) = /\MTV ~ 0.66
Por lo tanto, y como sucedia en algunas cadenas de Markov
de tiempo discreto, tras un tiempo suficientemente largo la pro-
babilidad de que la maquina se encuentre o no funcionando no
depende de las condiciones iniciales, sino de las caracteristicas de la
maquina: 2/3 del tiempo estard operativa y 1/3 del tiempo estara
estropeada.

113
1,
0,8+
0,6 +
04+
02 | —— Funcionaent =0
Estropeadaent =0

1 2
Figura 6.7: Evolucion de pok (t) segun
la maquina funcione o esté estropeada
ent=0,conpy=2yA=1
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Representacion del diagrama de estados

Hasta ahora, las cadenas de Markov se han representado con dos
tipos de informacion:

= Por una parte, la media de los tiempos exponenciales de perma-
nencia en cada estado.

= Por otra parte, una cadena de Markov discreta con las probabili-
dades de transicién entre estados™®

También se ha visto que la ecuacién que regula el comportamien-
to de la cadena para cada estado i

pi(t) = —pi(o; + ) pi(t) -vjpji , i=0,1,...,K
j#i el
qji
viene determinada por la tasas de salida v; y de transicién entre
estados ¢;j, que estan relacionadas.

De hecho, a partir de las tasas de transicion es posible deducir
los tiempos medios de estancia y probabilidades de transicién:**
para calcular el tiempo medio de estancia en un estado basta con
saber las tasas de transiciéon desde dicho estado

1/2)1' = ="
Yji i
mientras que las probabilidades de transicién se pueden obtener
como
U

Por lo tanto, basta con las tasas de transicion entre estados g;; pa-
ra caracterizar completamente el comportamiento de una cadena de
Markov, lo que simplifica la representacién grafica de las mismas.

Ejemplo 6.10. El caso de la gasolinera con un surtidor y hueco para
dos coches queda completamente caracterizado con la siguiente
cadena de Markov

donde las flechas entre estados no representan las probabilidades
de transicion p;; sino las tasas de transicion g;;, calculadas anterior-
mente y que constituyen el generador infinitesimal

—-A A 0
Q= n —-A+pu A
0 1 —H

DE AHORA EN ADELANTE una cadena de Markov de tiempo conti-
nuo se representard con un diagrama como el anterior, donde cada
estado se indique con un circulo y los ntimeros que acompafian a
las flechas entre estados representan las tasas de transiciéon entre
estados g;;.

Cadena de Markov para la gasolinera
con un surtidor y hueco para dos
coches:

1 Pr(ty<ts)
Pr(ts<ty) 1
1/A 1/(A+pu) 1/u

° Que se conoce como cadena embebida
y donde se cumple p;; = 0.

" El procedimiento inverso se ha
realizado anteriormente
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Cdlculo de la distribucion de estado estacionaria

Al igual que en el caso de las cadenas de Markov de tiempo
discreto, en las de tiempo continuo se puede deducir si la cadena
tenderd a una distribucién estacionaria. Son condiciones necesarias
para que esto ocurra que la cadena sea irreducible y recurrente, esto
es, que desde cualquier estado se pueda alcanzar cualquier otro
estado, y que la esperanza del tiempo en volver a un estado (una
vez que se abandona) sea finita.'?

Si una cadena de Markov de tiempo continuo es irreducible
y recurrente,’3 existe una tnica distribucién de probabilidades
estacionaria. Dado que esta probabilidad es constante y no depende
del instante de tiempo t, se debe cumplir que su derivada sea o:

w =0, cuando t — oo.
dt
Ademas, dada esta independencia del tiempo, en la notacién del

vector de probabilidades de estado

p(t) = [p1(t), p2(b), ..., px(t)]

se le puede suprimir la dependencia con ¢:

A
p=Ilpup2- - pxl.

El célculo de la distribucién de probabilidades estacionaria se
basa en este valor constante de p. Segtin lo visto anteriormente, la
ecuacion (6.3) que rige el comportamiento de la probabilidad de
estar en un estado i es la siguiente

pi(t) = —pi(t)oi + Y pj(t) - vjpji -
J#i =~
qji
A partir de esta ecuacidn, igualando la derivada a o y obviando la
dependencia con el tiempo, se obtiene que
pivi = Zp]q]l’ iZO,l,...,K (65)
j#i
lo que determina una propiedad de la cadena de Markov en el

estado estacionario para todos los estados: la probabilidad de que la
cadena esté en un estado multiplicada por su tasa de salida:

pivi
es igual a la suma de las probabilidades de que la cadena esté en
los otros estados vecinos multiplicadas por las correspondientes

) pjd
J#i
Se puede interpretar que se iguala el flujo de salida desde un es-

tasas de llegadas:

tado con el flujo de entrada desde los demas estados, motivo por
el que son conocidas como ecuaciones de balance o ecuaciones de
equilibrio. De forma matricial (esto es, para todos los estados), las
ecuaciones de balance (6.5) pueden escribirse como

O=p-Q.

> En el caso de las cadenas de Markov
de tiempo continuo no tiene sentido
hablar de periodicidad.

3 Lo que se podria analizar a partir de
la cadena de Markov embebida.



116 UNA INTRODUCCION AMABLE A LA TEORIA DE COLAS

Ejemplo 6.11. En el caso de la gasolinera, aplicar las ecuaciones de A A
balance resulta en el siguiente sistema de ecuaciones m
poA = pip ' '
p1(p+A) = por + papt
pap = p1A

que resulta ser un sistema ecuaciones dependiente (recuérdese que
las filas de la matriz Q suman o).

DADO QUE APLICAR (6.5) NO BASTA para obtener un sistema que
permita calcular las probabilidades estacionarias, se afiade la condi-
cién de que la suma de las probabilidades debe valer 1

Zpi =1. (66)

De esta forma, en una cadena de Markov de K estados aplicando
(6.5) se puede obtener un sistema de K — 1 ecuaciones independien-
tes, que se completa con (6.6) para obtener p.

Ejemplo 6.12. Sea la mdquina con tasa de rotura A y de reparacién A
u. Aplicando (6.5) y (6.6) resulta el sistema de ecuaciones

0 = —pokA + prott

pok + pro =1
Con solucién pox = ﬁ y, por lo tanto, pxo = %ﬂ‘
Ejemplo 6.13. Para la gasolinera, se puede plantear el siguiente A A
sistema de ecuaciones m
oA = p1p ' '

papt = p1A
pot+tprit+p=1

De las dos primeras ecuaciones se deduce que

_A _ A _(A>2
P1 VPO, p2 VPl 1 Po

Aplicando estas igualdades en la tercera ecuacién, resulta

AL (AN
PO 1 + - + () = 1/

K K

lo que permite calcular el valor del vector de probabilidades p:

2
A
()
2 2
A A A
(¥) i+ (3)
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Aplicacion del Teorema de Little para calcular retardos

Una vez obtenido el vector de probabilidades en estado esta-
cionario, en general resultara sencillo calcular los pardmetros de
interés del problema que se quiera resolver. Para el caso de redes
de comunicaciones, en muchos casos uno de dichos pardmetros
serd el tiempo medio de estancia en el sistema (a veces denomina-
do retardo). Como se menciond al presentar el Teorema de Little
(pagina 70), dicho teorema permite relacionar dos variables relati-
vamente sencillas de calcular (N y A) con otra algo mds dificil de
obtener (T). Se ilustra su uso a continuacién con un ejemplo.

Ejemplo 6.14. Sea una gasolinera con un surtidor y hasta dos co-
ches, donde los coches llegan segtin un proceso de Poisson a tasa A
y el tiempo que permanecen ocupando el surtidor ts sigue una va-
riable aleatoria exponencial de media 1/p. Como ya se ha visto,

el sistema se puede modelar con la siguiente cadena, donde cada
estado indica el nimero de coches en la gasolinera.

Si se denomina p al cociente entre A/, se ha visto (Ejemplo 6.13)
que la probabilidad de cada estado es:

1 4 &

T+ o2 L Py, A

m Célculo del retardo condicionando a cada estado

Dado que los vehiculos llegan segtin un proceso de Poisson, la
probabilidad de que una llegada vea la gasolinera llena (probabi-
lidad condicionada a una llegada) coincide con la probabilidad de
que el sistema se encuentre en py, por la propiedad PASTA (pagi-
na 56). Considerando todas las opciones, un vehiculo puede:

= Llegar con el sistema vacio (pg) y ser atendido inmediatamente.

= Llegar cuando hay un vehiculo siendo atendido (p1), por lo que
tiene que esperar.

= Llegar con la gasolinera llena (p;), por lo que no entra en el
sistema.

Sea T la variable aleatoria «retardo total que pasa un vehiculo
en la gasolinera», que sélo tiene sentido definir en los dos primeros
casos. El célculo de su esperanza se puede expresar como:

E[T] = E[T | no esperar| Pr(no esperar) + E[T | esperar| Pr(esperar)

Donde el valor de las esperanzas condicionadas se puede deducir
como:

1 N il BN
Figura 6.8: Gasolinera con un surtidor
y sitio para dos coches.
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» E[T | no esperar| se trata, por definicién, de 1/u

= E[T | esperar| en este caso, primero hay que esperar a que el co-
che que ya estaba termine su servicio (1/u) y afiadir otro tiempo
de servicio, por lo que serfa 2/u

Por otro lado, la probabilidad de que un coche no espere esta im-
plicitamente condicionada a que haya entrado en la gasolinera, dado
que soélo en este caso tiene sentido definir T. Por lo tanto, las proba-
bilidades de no esperar y de esperar son, respectivamente

Po p1
Pr(no esperar) = ——— Pr(esperar) = ———
( perar) po + p1 (esperar) po+ p1

Con todo lo anterior, se tiene que

-3 oe12,)

Por lo tanto, calcular el tiempo medio de estancia en un siste-
ma E[T] aan teniendo el vector de distribucién de probabilidades
(po, p1, p2) resulta algo complicado, dado que es preciso tener en
cuenta cémo se encontraba el sistema en cada llegada.

m Célculo del retardo mediante Little

Calcular el nimero medio de coches en el sistema es razonable-
mente sencillo:
p(1+2p)
1+4p+p?

Mientras que la tasa media de usuarios que entra al sistema tam-

E[N] = 0po + 1p1 +2p2 =

bién resulta sencillo, dado que en p; no se producen llegadas:
. A1+ p)
A= A(po + =—=
De lo anterior, aplicando Little, el retardo se obtiene como
pr) = BNl _ e +20) 1 (1+‘O )
A Al+p) 1+p

que coincide con el resultado anterior.

Tiempo medio de visita entre estados

De forma analoga al caso de las cadenas de Markov de tiempo
discreto,™# para calcular la esperanza del tiempo que pasa desde
que la cadena estd en un estado i hasta que alcanza un estado j se
hace uso de la esperanza condicional.’>

Sea m;; la esperanza de dicho tiempo. Dado que la cadena per-
manece en el estado i en media un tiempo 1/v; y pasa al estado j
con probabilidad p;;, por la ley de la probabilidad total se tiene que

mij = vl + ) Pk M,
=
A partir de cualquiera de estas expresiones, para calcular la es-
peranza de los tiempos de visita entre estados es necesario plantear
un sistema de ecuaciones, como se ilustra en el ejemplo a continua-
cion.

4 Tiempo medio de visita entre esta-
dos, pagina 99

15 En el caso discreto, el nimero medio
de iteraciones desde un estado s; hasta
otro s; se podia expresar como

nij =1+ ];Pik”ik-
j
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2

Ejemplo 6.15. Sea el caso de la cadena representada al margen, de a oa

la que se puede obtener la siguiente matriz de tasas de transicién
entre estados (recuérdese que v; = Z]- qif):

1 3
-5 2 2 1
3 -6 3 0
Q= 0 2 —4 2 e e
4 0 0o -4

Con estos valores, para calcular m14 se puede plantear el siguien-
te sistema de ecuaciones

1 2 2

Mg = 5 + gm24 + gm34
1 3

Moy = 3 + 6m14 + 6m34
1 2

Mmzy = Z + 171124

del que se obtiene que my4 = 8/9.

Resumen del tema

= Una cadena de Markov de tiempo continuo homogénea es un
proceso aleatorio {X(t)} en un espacio de estados S, donde
para cualquier instante de tiempo ¢ e intervalo de tiempo s la
probabilidad de estar en un estado en t + s s6lo depende del
estado en que se encuentre en ¢.

= También se puede definir como un proceso aleatorio en el que el
tiempo de permanencia en el estado i es exponencial y donde las
probabilidades de transicién entre estados son las dadas por una
cadena de Markov de tiempo discreto (donde p;; = 0).

= La evolucién en el tiempo de la probabilidad de estar en un
estado i viene dada por

pi(t) = —pi(t)vi + Y pi(t) - v;pji,
j#i

= La distribucién de probabilidades de estado estacionaria se cal-
cula aplicando las expresiones

pivi=Y_piqii, Y pi=1

j#i
= El tiempo medio de visita entre estados se puede expresar como

1
mij = —+ ) pix - M.
Ui Kz
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LA TEORiA DE COLAS
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Teoria de colas: sistemas bdsicos

CoMO SE DEFINIO EN UN CAPITULO ANTERIOR, una cola es un
sistema con uno o més recursos a compartir entre una poblacién

que realiza peticiones. Si una peticién llega y el sistema tiene algtn

recurso disponible, serd inmediatamente atendida (esto es, no ten-
dré que esperar). Si una peticién llega y todos los recursos estan

ocupados, entonces no serd atendida inmediatamente, y bien tendra
que esperar o serd rechazada (en funcién de si hay espacio para es-

perar o no, respectivamente). Por lo tanto, el nimero de peticiones
existentes serd una variable critica a la hora de modelar un sistema
de este tipo.

En este capitulo se analiza un caso particular de este tipo de
sistemas en el que el tiempo entre llegadas de peticiones sigue una
variable aleatoria exponencial (esto es, el proceso de llegada de
peticiones es de Poisson) y el tiempo de servicio de cada peticion
sigue otra variable aleatoria exponencial.’ Por la propiedad «sin
memoria» de la exponencial, estos sistemas se pueden modelar
mediante una cadena de Markov de tiempo continuo donde el
estado serd el nimero de usuarios en el sistema. En cada estado
s6lo existirdn a lo sumo dos posibles transiciones: bien se produce
una nueva llegada, bien una peticién ha sido atendida y abandona
el sistema (este tipo de sistemas reciben el nombre de procesos de
nacimiento y muerte).

El sistema M/M/1

Se trata de un sistema en el que el tiempo entre llegadas es ex-
ponencial, de media 1/A, el tiempo de servicio también es expo-
nencial, de media 1/y, hay un tinico recurso para atender las pe-
ticiones, y la longitud de la cola no esta limitada. El M/M/1 es el
sistema mads bdsico y puede servir para modelar sistemas sencillos
con un dnico recurso atendiendo a una poblacién variada, como,
por ejemplo, un punto de acceso WiFi que transmita los datos de
varios usuarios.

Cdlculo de la distribucién de estado estacionario

El andlisis de este sistema es parecido al caso de la estacion de
servicio con un tnico surtidor visto en el tema anterior, si bien ex-
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*Segtin la Notacién de Kendall
A/B/m/K (pagina 68) se trata de
los sistemas de tipo M/ M/ — /—.

Llegadas ts ~ exponencial

Poisson
_—

Longitud — oo
Figura 7.1: Sistema M/M/1.
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tendido para cualquier ndmero de usuarios. Se emplea el estado
para indicar el ntimero de usuarios en el sistema: en o el sistema se
encuentra vacio, en 1 hay un usuario atendido en el recurso, en 2
ademds de un usuario atendido en el recurso hay otro esperando
en la cola, etc. Sin embargo, dado que el nimero maximo de usua-
rios en el sistema no esta limitado, la cadena de Markov tiene un
numero de estados infinito:

A A A A A A A

Para obtener la distribucién de probabilidades de estado esta-
cionaria de este sistema se aplican las expresiones vistas en el tema
anterior (indicadas al margen), si bien con una estrategia diferente

dado que el nimero de estados es infinito. Ecuaciones para el calculo de la
distribucién de estado estacionaria en

Sea la ecuacién de balance para el estado o:
una cadena de Markov:

PoA = p1t, (7.1) ;7”1 (0;pji)
j#i
de la que se puede deducir que ;Pi =1
A
1= —Po (7.2)
p I p

Sea ahora la ecuacién de balance para el estado 1:

p1(A+p) = por + pap (7:3)
substituyendo (7.1) en la parte derecha de (7.3), se tiene que
p1(A+p) = prp+ pap

de la que se puede despejar p»:

P2 = —pP1,

A 2
e (2

Se puede proceder de forma similar para el estado 2, de lo que se

_A _(A)S
p3 ylﬂz u po

y, en general, se puede deducir que

y, aplicando (7.2), resulta

obtendria

Prn-1A = pult, (7-4) prA
lo que puede interpretarse como que la cadena esta «balanceada» °‘°‘e
entre cada par de estados (Figura 7.2, al margen) dado que la tasa D P2p
efectiva con la que se incrementa el ntimero de usuarios (p,A) es Figura 7.2: Equlhbrlo entre las tasas de

. N incremento y disminucién de estados.
igual a la tasa con la que disminuye (p,,+14).
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A partir de esta expresion, se deduce:

p A p < A ) ” p
= - -1 = - 0,
o z
que puede expresarse en funcién del cociente p = % como
pn=p"po-
Para calcular la distribucién de probabilidades en el estado esta-

cionario, se aplica la anterior relacién para todo # en la ecuacién de
normalizacion

Z pﬂ - ]-/
n=0

lo que da lugar a la siguiente ecuacién en py:

Y o'po=1,
n=0

po = (;;p”>1-

Dado que se trata de una serie geométrica, para que py tenga

con solucién

solucién es preciso que p < 1. De esta forma, se tiene que? > Expresion para la suma infinita:
— = i 1
o — 1-p Paran =0 szzlip
p"(1—p) Paran>0 =

donde se hace explicito que la probabilidad de que el sistema esté
vacio pg es igual a 1 — p, esto es, que la ocupacién media del recur-
so p coincide con la probabilidad de que haya al menos un usuario
en el sistema.

Ejemplo 7.1. Sea un cajero al que llegan clientes segin una tasa

de 10 clientes/hora. El tiempo medio que un cliente pasa en el

cajero se puede modelar como una variable aleatoria exponencial

de media cuatro minutos. Se pide: calcular la probabilidad de que

el cajero esté vacio, y de que haya mds de un cliente esperando.
Segtin los datos, se tiene que:

10 clientes/60 minutos 10
o= : - =_—-=2/3
1 cliente/4 minutos 15

La probabilidad de que el cajero esté vacio se puede calcular como
po=1—-p=1/3

mientras que la probabilidad de que haya méas de un cliente espe-
rando se corresponde con la probabilidad de que haya mds de dos
usuarios en total. Dicha probabilidad se puede calcular como

Pr(Mas de un cliente esperando) = ) p, =
n>2

=l—-po—p1—p2
— 1 (1 —0n) — (1 12— %
=1-(1-p)-(A=p)p—-1-p)p"= 5

123



124 UNA INTRODUCCION AMABLE A LA TEOR{A DE COLAS

Sobre el significado de p

El pardmetro p se define como el cociente entre la tasa de lle-
gadas al sistema y la tasa maxima de salida que proporciona el

servidor
A tasa llegada

y  tasasalida

lo que también puede interpretarse como el tiempo medio de servi-
cio entre el tiempo medio entre llegadas

_ 1/p _ tiempo servicio
~ 1/A  tiempo entre llegadas’

Por lo tanto, el hecho de que p < 1 para que el sistema tenga
una solucién resulta muy coherente: si p > 1, se tendria que la tasa
media de llegada al sistema es mayor que la tasa méaxima de salida
(o que el tiempo medio para servir un usuario es mayor que el
tiempo medio entre llegadas), por lo que el sistema no seria capaz
de cursar la carga de trabajo que se le presenta. Dado que se trata
de una cola M/M/1/ oo, la longitud de la cola creceria de forma
indefinida, por lo que el ntimero de usuarios en el sistema tenderia
a infinito.

De esta forma, en un sistema sin rechazo donde el nimero ma-
ximo de usuarios no estd ilimitado, si la tasa de llegadas es mayor
que la tasa agregada de salida, el sistema se encontrara conges-
tionado por lo que no tiene sentido realizar un modelado de sus
prestaciones. Cuando el sistema si rechaza usuarios (por ejemplo,
el caso de la gasolinera del Ejemplo 6.4, pagina 107, que admitia un
nimero maximo de coches) la condicién p < 1 no resulta necesaria,
dado que el nimero de estados de la cadena de Markov es finito.

Andlisis de prestaciones bdsicas del sistema

Una vez obtenida la distribucién de probabilidades del sistema,
se puede obtener cualquiera de las diferentes variables de interés en
una cola. Para el M/M/1 resulta sencillo calcular, por ejemplo, el

ndamero medio de usuarios en el sistema mediante3 3 Expresion para la suma infinita
(o) o p 00 1 1
_ _ n _ n—1 _
n=0 n=0
Una vez calculado N, el teorema de Little permite obtener
N 1
A 1-p

Ejemplo 7.2. Sea el caso del cajero del Ejemplo 7.1, donde se tenia
que p = 2/3. El nimero medio de usuarios en el sistema se puede
calcular como

2/3 .
N = 1-2/3° 2 usuarios.
Mientras que el tiempo medio de estancia en el sistema es
T = ts 4 = 12 minutos.

1—p:m
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Resulta interesante analizar la sensibilidad de T respecto a cam-

bios en p, esto es, como varia relativamente el retardo medio en
el sistema respecto a cambios relativos en la carga ofrecida. Si la
tasa de usuarios aumenta un 20 % (esto es, A pasa de 10 a 12 clien-
tes/hora), se tiene que la nueva carga es

p=12/15=4/5,
por lo que el tiempo medio de estancia en el sistema pasa a ser 20 4

t 4 .

= —— = —— = 20 minutos.
1-p 1/5 15 |
Por lo tanto, un 20 % de aumento en la carga ha supuesto un incre-
mento del 20/12~1.66, es decir, del 66 % en el retardo en el sistema. 10 1
ESTA ALTA SENSIBILIDAD DEL RETARDO a variaciones de la carga 51 : ‘ ‘ ‘
se debe a la forma de la expresion para T: 0,2 0,4 0,6 08
¢ Figura 7.3: Retardo medio T vs. p en
— s , un sistema M/M/1 con ts = 4.
1=p

que presenta un comportamiento asintético cuando p — 1. De
esta forma, cuando p — 0 se tiene que T = t;, dado que el siste-
ma estd casi siempre vacio, mientras que conforme aumenta p, en
mayor medida aumenta el retardo en el sistema. Esto se debe a la
«realimentacién» en el mismo: cuando aumenta la carga, aumenta
la probabilidad de que un usuario tenga que esperar en el sistema,
lo que a su vez aumenta la probabilidad de que otro usuario llegue
mientras aquél se encuentra esperando.

El célculo del nimero medio de usuarios en la cola Q puede
hacerse de forma andloga al del nimero medio de usuarios en
el sistema, basta con tener en cuenta que, por ejemplo, con tres
usuarios en el sistema, son dos los usuarios que estan en la cola.
Por lo tanto, Q se puede obtener como

2

(n—1)pn = ZMM-an=N—(l—Po)=N—p=1L—p= 1p
1 n=1 n=1 -p -

hgk

0= P

n

A partir de Q, se puede obtener W mediante Little como

wo_pl/uk
A 1-p
Otra forma de calcular W (y Q) pasa por resolver primero

W:T_ts:tis_ts,
I—p

y a partir de este resultado, calcular Q = A - W.

Ejemplo 7.3. Sea una linea de transmisién a 100 Mbps, a la que lle-
gan tramas de una longitud que puede modelarse con una variable
aleatoria exponencial de media 1500 octetos. El tiempo entre tramas
es otra variable aleatoria exponencial de media 0.18 ms. Bajo estas
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suposiciones, se quiere calcular el retardo medio por trama y el
tiempo medio de espera en cola.

Dado que las tramas tienen una longitud exponencial* y la ve-
locidad de la linea es constante, el tiempo de transmisién de cada
trama serd también una variable aleatoria exponencial, de media

ts = 1500 B -8/100 Mbps = 120 s,

y el sistema se puede modelar como un M/M/1. La ocupacién del
mismo se puede obtener como
ts 120

SR V7 R

siendo el retardo medio

ts
T= = .
—p 360 s

Dado que el tiempo de servicio es 120 s, el tiempo medio de
espera en cola serd

W =360 — 120 = 240 pus.

Dicho tiempo medio de espera en cola también se puede obtener
como:

W= pts  (2/3)120 us
“1-p 1-2/3

=240 ps .

Relacién entre N, T, Wy Q

A continuacién se presenta un resumen de las expresiones para
las prestaciones bésicas de un sistema M/M/1. Dada una de ellas,
resulta inmediato obtener cualquiera de las otras, bien aplicando el
teorema de Little, bien por las expresiones basicas que relacionan
las variables en una cola.

Usuarios Tiempos
x1/A /
. o _Up_ 1
Sustema: N = T T e T
+p —1/u
2
. . — Ype
Cola: Q=15 = W=+5
XA

Funciones de distribucion del retardo Fy y Fr (*)

Para el caso de un M/M/1 no resulta demasiado complicado
calcular la funcién de distribucién del retardo en cola Fy (1), esto

4 Suponer que la longitud de una
trama (un ndmero entero) se puede
modelar con una variable aleatoria
continua serd menos exacto a medida
que la longitud de las tramas sea
menor y, por tanto, mayor sea el error
al redondear al siguiente entero.
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es, la probabilidad de que el tiempo que tenga que esperar una
peticién hasta acceder al recurso sea menor o igual que #:

Fw(t) 2 Pr(W < t).

Para realizar este cdlculo, se aplica el teorema de la probabilidad
total sobre el nimero de usuarios que se encontraban en el sistema
al llegar una peticién:

Fy(t) = }_ Pr(W < t|N =n)Pr(N = n). (7.5)
n=0

En la expresion (7.5), Pr(W < t|N = n) es la probabilidad
de que el tiempo de espera en cola W sea menor que t cuando
hay n usuarios al llegar. En estas condiciones, W es la suma de los
n tiempos de servicio de los usuarios por delante, por lo que su
funcién de densidad es la convolucién de # variables aleatorias
exponenciales de media 1/ (una variable aleatoria de Erlang).
Substituyendo el valor de Pr(N = n) y separando el caso n = 0, se

tiene que (7.5) se puede desarrollar como> 5 Cuando hay o usuarios al llegar al
sistema, W = 0 por lo que Pr(W < t),
esto es, Fiy (), es igual a 1.

©0 t n—1
—1- _ n [P0
Fw(t) = (1-p) + (1 p)y;pfo e
que se puede simplificar como

t
Fw(t) = (1—p) +p./0 u(1—p)e M1=e)xgy, (7.6)

En esta expresion, el término de la integral se puede identificar con
una variable aleatoria exponencial, de media (y(1 — p))~!. Por lo
tanto, (7.6) queda como

Fy(t) =1 — pe~ (=M1,

Siguiendo un razonamiento similar, se puede obtener que la
funcién de distribucién del tiempo total en un sistema M/M/1
viene dada por

Fr(t) =1—e (=Mt

esto es, una variable aleatoria exponencial de media (y — A) 1.

Ejemplo 7.4. Volviendo al ejemplo 7.1 del cajero, donde los usua-
rios llegan a una tasa de A = 10 clientes/hora y el tiempo medio de
servicio es t; = 4 minutos. La carga del sistema y el retardo medio
son, respectivamente,

2 .
pP=3Y T=12 minutos ,

por lo que el tiempo medio de espera en cola es W=12-4=8 minu-
tos. La probabilidad de que un usuario esté més de ¢t unidades de
tiempo esperando a usar el cajero vendrd dada por

1— Fy(t) = pe” =M
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por lo que la probabilidad de estar esperando méas de 10 minutos
serd

2 1.1 2 5
S @ e)10 =2 .078 0,289 .
3¢ 3¢ '

De forma andloga, la probabilidad de estar en el cajero méas de 10
minutos se puede calcular como

1— Fr(t) = e Mt = e (G-5)10 — =3 ~ 0,435 |

Proceso de salida de un M/M/1 (¥)

Sea un sistema M/M/1, con los tiempos entre llegadas y de
servicio distribuidos segtn variables aleatorias exponenciales, de
medias A ! y !, respectivamente, y —por lo tanto— con una proba-
bilidad de ocupacién p = A/u. A continuacién se analiza el proceso
de salida de los usuarios de dicho sistema (una vez que han sido
servidos).

En un instante t al azar el sistema M/M/1 puede estar libre, con
probabilidad pg = 1 — p, u ocupado, con probabilidad p. Gracias a
la ley de la probabilidad total, la funcién de distribucién del tiempo
hasta la siguiente salida se puede expresar como

F(t) = (1— p)Fr_o(t) + pFo(t)

donde F; ,(t) es la funcién de distribucién del tiempo hasta la
siguiente salida cuando el sistema esta vacio, y Fy(t) la funcion de
distribucién del tiempo hasta la siguiente salida cuando el sistema
estd ocupado (es decir, hay al menos un usuario en el recurso).

Cuando el sistema estd ocupado, el tiempo hasta la siguiente
salida es una variable aleatoria exponencial de media 1/, por lo
que la funcién de distribucién es

E(t)=1—e M.

Cuando el sistema esté libre, el tiempo hasta la siguiente salida
es la suma de dos variables aleatorias exponenciales: el tiempo

hasta la siguiente llegada maés su tiempo de servicio. La funcién de

6 6La funcién de densidad de la suma

de dos variables aleatorias indepen-
F_,(t)=1- K e M 4 A et dientes f(x) y g(x) es su convolucién
’ p—A p—A (F8)(2) = [ flz=y)g(y)dy.

Por lo tanto, la funcién de distribucién del tiempo entre salidas

distribucién de dicha suma es

en el sistema resulta ser

1 I Y A —ut _—ut
F(t) = (1 p)(l PR LRy )+p(1 e ),

que, tras simplificar, queda como
F(t)y=1—eM

Por lo tanto, el tiempo entre salidas en un sistema M/M/1 esta-
ble (p < 1) se distribuye segtin una variable aleatoria exponencial
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de media A1, al igual que el tiempo entre llegadas.” El hecho de
que el proceso de salida sea a la misma tasa que el de entrada no
debe resultar sorprendente, dado que el sistema ni crea ni recha-
za usuarios, s6lo los retarda. Si que resulta destacable que dicho
tiempo sea también una variable aleatoria exponencial, por lo que
el proceso de salida serd de nuevo de Poisson.

Ejemplo 7.5. Si el tiempo de servicio no es exponencial el proceso
de salida no serd de Poisson. Para ilustrar esto, sea un sistema
como el de la Figura 7.4 a continuacién, con un tiempo de servicio
constante t;. Dado que las llegadas son de Poisson, el tiempo entre
llegadas serd una variable aleatoria exponencial distribuida en

[0, c0). Sin embargo, tras su paso por el sistema, el tiempo entre
salidas pasara a estar distribuido en [t;, %), por lo que es seguro
que dicho proceso de salida no serd de Poisson (aunque sea un
proceso a la misma tasa que el de entrada).

7 Noétese que no se ha demostrado

que el tiempo entre una salida y la
siguiente sean variables aleatorias

independientes.

Figura 7.4: Tiempo entre llegadas y a la
salida de un sistema M/D/1

0,8 4 085
0,6 | M/D/1 0,6 |
04 | ’ ( > 04|
02 | 02 |
2 4 6 2
El sistema M/M/m

Al igual que el M/M/1, se trata de un sistema con llegadas de
Poisson y tiempos de servicio que siguen una variable aleatoria ex-
ponencial, pero en este caso hay m servidores idénticos en paralelo.
Si hay varios servidores disponibles, un usuario que llegue al siste-
ma serd atendido por uno de ellos (no importa el que sea), mientras
que si todos estdn ocupados, el usuario tendrd que esperar en cola
hasta que uno quede libre. Se trata de un sistema que podria em-
plearse para modelar, por ejemplo, centros de atencioén telefénica
(call centers), una granja de servidores que resuelven peticiones web,
o un supermercado con varias cajas disponibles y una tinica linea
de espera.

La cadena de Markov que modela el comportamiento serd pa-
recida a la del M/M/1, con la tasa de transiciéon desde el estado n
al n + 1 siempre igual a A. Sin embargo, la tasa de transicién cuan-
do se reduce el nimero de usuarios n en el sistema es diferente y
depende de si 11 es mayor o menor que m:

= Cuando n < m, no hay usuarios en la cola sino que todos estdn

ts ~ exponencial

Llegadas
Poisson

B —

Longitud — oo

m recursos

Figura 7.5: Sistema M/M/m.
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siendo atendidos. En estas condiciones, la tasa de transicion al
estadon —1lesn-pu.

= Cuando n > m, hay usuarios esperando en cola porque todos
los recursos estdn ocupados, por lo que la tasa de transicién sera

m- .

La cadena queda, por tanto:

A A A A A A A A
\\_/ V\_/
1z 2u 3u 4 (m—1)u m mp mp

La forma en la que se calcula la distribucién de probabilidades
estacionaria es muy parecida al caso anterior, aunque mds laborio-
sa. Por una parte, se tiene que para los estados n < m, las relaciones
son de tipo

_A _ A _ A _A
Pl—ypo, Pz—zypl, P3—3MP2, P4—4MP3,

por lo que la expresién para dichos estados queda
_(A\"1
Pre=\3) b m<m (7:7)

Por otra parte, para los estados n > m, las relaciones son

A
Pm+1 = %me Pm+2 = @PW&L

por lo que la expresion en este caso es

/\ n—m
Pn = (my> Pm, n2>m

que, sustituyendo p,,; por su valor segtn (7.7), queda como

AN AN 1 AN\ m™
g R — — —_— = > .
Pr (my) <y> L <my) mt PO =T 78)

Antes de continuar con el anélisis de la Cadena de Markov, con-
viene detenerse en los dos siguientes términos que aparecen en

(7.7)y (7.8):
s A et

my’ u

que, obviamente, se relacionan mediante la expresion I = mp.

o

Los términos p e 1

Por una parte, el término p se define como el cociente entre la
tasa de entrada A y la tasa méxima de salida con todos los servido-
res ocupados myu. Por lo tanto, dado que la capacidad de la cola es
infinita, para que se pueda obtener una solucién del sistema sera
necesario que se cumpla (de forma similar al sistema M/M/1)

A<mu—p<l.
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Ademas, el término p admite la misma interpretacién que en
el caso del M/M/1, como valor de ocupacién de un recurso. Esto
puede verse interpretando los m recursos en paralelo como un
sistema al que acceden usuarios a una tasa A y pasan un tiempo
ts = 1/u. Aplicando Little, el nimero medio de usuarios en el
sistema sera

N=AMs=A/uy=mp,

por lo que p coincide con el porcentaje de tiempo que un servidor
estd ocupado.

De hecho, este nimero medio de servidores ocupados mp coin-
cide con la expresion para el término I. Por lo tanto, I podria inter-
pretarse como el minimo niimero de servidores que serfan necesa-
rios para atender a una demanda de tréfico A, si el tiempo medio
de servicio es 1/ .

Cdlculo de p,, y probabilidad de espera en cola

Como se ha visto anteriormente, las probabilidades de cada
estado se pueden expresar en funcién de py:

Iﬂ
Pl Sin<m
Pn = nmm

el Sin>m

Para calcular pg se aplica la ecuacién ) p, = 1, de lo que resulta

m—1 Im 00 ; mm
Po n;)EﬂLn;P ) =1
lo que lleva al siguiente valor de la probabilidad de que el sistema
se encuentre vacio:

-1
m—lIn " 1
me((B) )

A partir de las anteriores expresiones es se puede calcular la
probabilidad de que un usuario tenga que esperar, esto es, la pro-
babilidad condicionada de que, al llegar al sistema, haya m o més
usuarios: por la propiedad PASTA (pégina 56), esta probabilidad
coincide con la probabilidad de que el sistema se encuentre en los
correspondientes estados py, Pm+1, Pm+2, €tc.

Por lo tanto, la probabilidad de esperar en cola P se puede

expresar COI’I’IO8

[ee]
Pg = Z Pm
n=m
y puede obtenerse como
[ee] n m 00 m
[ m . I 1
Po = Po=—5P0 ) P = -—7—=P0
Q n;n m! m! n;ﬂ m!l—p

ts ~ exponencial

Llegadas
Poisson

—_—

Longitud — o

m recursos

8 Para el caso de p.ej. un call center,
dicha probabilidad se trata de una mé-
trica de «satisfacciéon» de los usuarios.
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La expresion para calcular Py recibe el nombre de Erlang-C:

mo1 r
Po = Ec(m, 1) = mlp = !
(o b)+his - (Tigh) + 5

Ejemplo 7.6. Suponga un servicio telefénico de atencién al cliente
con dos operarios. Las llamadas tienen una duracién que se puede
modelar con una variable aleatoria exponencial de media 5 minutos
y se estima que hay una consulta cada 10 minutos, que se produce
seglin un proceso de Poisson. En estas condiciones,

A 1/10

A 1/10

u o 1/5

La probabilidad de que un usuario tenga que esperar para ser
atendido viene dada por la expresién (7.9):

(1/2)> 1
— 1/8-4/3 1
E.(2,1/2) = Z_1-1/4 = = _—=01.
1, (1/2)? 1 5/3 10
(1+2+T)'m> /

Por lo tanto, el 10 % de las llamadas tendrdn que esperar antes
de ser atendida. Si se considera que dicha proporcién es muy alta,
serd preciso aumentar el nimero de operarios .

Con m = 3 se tiene la misma I pero

A 1/10
=L =" —1/6.
mu  3/5 /
La probabilidad de esperar pasa a ser
(1/2° 1 1
E.(3,1/2) = 3 1-1/6 = — ~0,01515 ,

1/2)2 1/2)3
(14‘%4'(2!) "'(3!) '1—(11/6)) 06

esto es, con un operario mds la proporciéon de llamadas que tienen
que esperar baja al 1,5 %.

NOTESE QUE LA ERLANG-C, como se ilustra en el ejemplo anterior,
es una ecuacion de andlisis pero no de disefio: fijado un escenario en
términos de A, p y m dicha expresién permite calcular p,,;, pero

no es posible despejar el minimo valor de m que garantiza unas
prestaciones. Para ello, es preciso emplear un método de «prueba y
error» (tanteo) o acudir a tablas precalculadas u otras herramientas
numéricas.

Andlisis de prestaciones bdsicas del sistema

En el caso del M/M/m, para obtener el rendimiento del sistema
(a través de los pardmetros N, T, W y Q) resulta mds sencillo calcu-

lar en primer lugar el niimero medio de usuarios en cola Q.2 Para 9En el caso del M/M/1, el analisis
comienza con el nimero medio de
usuarios en el sistema:

N = ann
0
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realizar dicho célculo, hay que tener en cuenta que hasta el estado
m + 1 no hay usuarios en cola. Por lo tanto,

> L™ mm" & _
Q= Z n—m) Z 7,}70 = mf,l’o Z (n—m)p" "
= m! m! T =
lo que lleva a
0=t 710
~ml (1-p)2P° 7
que puede expresarse como (sustituyendo el término pg)*© © ] valor de py viene dado por:

m [ m—1 & m 1 -1
Q:( m! (1—p)2 po = ,;]m +ﬁ.7lfp .

Zmll” mo 1
n=0 n! m! 1—p

Una vez obtenido Q, el tiempo medio de espera en cola se calcu-
la mediante Little

W==
AI

mientras que el tiempo medio de estancia en el sistema y ntimero
medio de usuarios en el sistema se obtiene de

T—W—f—;, N=A-T=Q+mp

Ejemplo 7.7. Sea un sistema M/M/2 con

A = 2 usuarios/segundo
u = 2 usuarios/segundo
Con estos valores,
A 1
I = — = 1, p = B = —
U m 2

Para calcular Q con la expresién (7.10), primero se calcula py
como

-1
melp o1 1\
po=<<gm>+m!~l_p> <1+1+2 1_1/2) =1/3

El nimero medio de usuarios en cola se obtiene como
I'".p B 1-1/2 1

= = =1
Q= =P~ aa-122 3 /3
y, a partir de este valor,
_Q_1 _wal?
W= T segundos, nyW—l—y =3 segundos .

Por tdltimo, la probabilidad de que un usuario no tenga que
esperar (1-Pg) coincide con la probabilidad de que al menos haya
un recurso disponible al llegar, esto es:

m—1

Pr(No esperar) = Y =po+p1 =
n=0

2
=

Q=

_l’_

ST
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Relacion entre Py y Q (*)
Resulta destacable que las expresiones para Py y Q, dadas por

(7.9) y (7.10), guardan la siguiente relacién™*

_ P
Q_il,pPQ

Dicha relacién puede deducirse aplicando la esperanza condi-
cionada para el célculo de Q, segtin se tenga que esperar o no al
sistema:

Q = E[Q] = E[Q | Esperar|Pgy + E[Q | No esperar]|(1 — Pp)
donde, por definicién, E[Q | No esperar] = 0 por lo que queda
E[Q] = E[Q | Esperar|Pg

El célculo de E[Q | Esperar]| se corresponde con el nimero medio
de usuarios en cola que «ve» un usuario que llega al sistema y tiene
que esperar, esto es, que llega al estado m o superior. Considerando
tnicamente estos estados, la cadena de Markov resultante es

A A A A
(k65 >
my my my my

lo que se corresponderia con un sistema M/M/1 (donde los estados
empiezan a contar en m), con tasa de llegada A y tasa de servicio
my. El nimero medio de usuarios en cola para el M/M/m, por

lo tanto, se corresponde con el ntimero medio de usuarios en el
sistema M/M/1

E[Q | Esperar| = Nyi/m/: = 1’%’)

de lo que se deduce la relacion entre Q y Pp.

Prestaciones de un M/M/m vs. un M/M/1 con la misma capacidad

Resulta interesante comparar las prestaciones de un sistema
M/M/m donde cada servidor tiene una capacidad # con las de un
sistema M/M/1 con un servidor con capacidad m - u, dado que en
ambos casos la capacidad maxima de procesado es la misma, pero
en el primero ésta se encuentra dividida entre varios servidores
mientras que en el segundo se encuentra agregada en un tinico
servidor.

Ejemplo 7.8. Sea ahora un sistema M/M/1 con A = 2 usua-
rios/segundoy 1/u = 1/4 segundo, esto es, con la misma tasa

de entrada que en el ejemplo 7.7 (un sistema sistema M/M/2) pero
la mitad del tiempo de servicio. Puede interpretarse que ambos sis-
temas tienen la misma «capacidad» dado que la y del M/M/1 es el
doble que la p de cada uno de los servidores del M/M/ 2.

" Por comodidad, se repiten las
expresiones aqui:
m 1
Py=—-—
QT - 0
m o
Q= @PO (1 — ‘0)2

Po

Figura 7.6: Comparacién M/M/1 con
M/M/m de la misma capacidad.
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La ocupacién del M/M/1 viene dada por

_A_L
P = U - 2’
por lo que el retardo total en el sistema resulta
T= 111;; =1/2 segundo,

y, a partir de este retardo
1
W=T-—t;= 1 segundo.

Se resumen los resultados de retardo para este sistema y el ante-
rior en la Tabla 7.10, donde se aprecia que si bien en el M/M/2 el
tiempo medio de espera en cola es menor que en el M/M/1, tanto
el tiempo medio de servicio como el tiempo medio total de estancia
en el sistema son mayores.

A LA VISTA DE ESTOS RESULTADOS se tiene que, al comparar las
prestaciones de un sistema M/M/1 con otro M/M/m, ambos con
la misma capacidad agregada:

= Considerando las prestaciones globales del sistema (el retardo
medio total T), resulta mejor agrupar recursos en un tinico servi-
dor que distribuirlos en dos servidores menos potentes.

= A cambio, el tiempo medio de espera en cola W para el M/M/1
resulta ligeramente mayor (ademads de otras consideraciones,
como p.ej. que un servidor muy potente pueda ser mas caro que
varios servidores con la misma potencia agregada).

Agregar la capacidad de procesado en un tinico servidor mejora
las prestaciones globales del sistema, siendo éste uno de los resul-
tados fundamentales del la teoria de colas. La explicaciéon para este
comportamiento se puede deducir analizando el comportamiento
en situaciones de alta y baja carga:

= Cuando la carga sea elevada, ambos sistemas tienen todos sus
recursos ocupados, por lo que la salida de usuarios se produce a
la maxima capacidad u.

= Sin embargo, en situaciones de baja carga, en un sistema M/M/1
siempre se aprovechard toda la capacidad u a partir del primer
usuario (Fig. 7.7), mientras que en un sistema M/M/m esto
s6lo ocurre si hay m o mas usuarios en el mismo, por lo que se
desaprovecharan recursos.

No obstante, para elegir el mejor sistema a igualdad de capaci-
dad, en un caso general habra que tener en consideracién otros
pardmetros, como p.ej. el coste o la necesidad de tener cierta fia-
bilidad frente a fallos (en un sistema M/M/1, el fallo del servidor
resulta catastréfico).

Sistema
Parametro | M/M/1  M/M/2
W (s) 1/4 1/6
ts (s) 1/4 1/2
T (s) 1/2 2/3

Tabla 7.10: Retardos medios en cola,
de servicio y total para un M/M/1y
M/M/2conA=2yp=1/2.

o]

Figura 7.7: Comparacién M/M/1 con
M/M/m cuando p — 0. Un usuario
ocupa sélo un recurso.
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El sistema M/M/oo (*)

Se trata de nuevo de un sistema con multiples servidores, con
llegadas de Poisson a tasa A y tiempos de servicio exponenciales de
media 1/p. En este caso, el ntimero de servidores se puede consi-
derar infinito, por lo que los usuarios una vez que llegan al sistema
nunca tienen que esperar para ser atendidos. Se trata de un sistema
que podria modelar, por ejemplo, el comportamiento de servicios
«en la nube» que escalan automadticamente con el trafico, donde no
hay tiempo de espera (p.ej., servicios de video bajo demanda).

Dado que siempre hay un servidor disponible para cualquier
peticién, el tiempo medio de estancia en el sistema es el tiempo
medio de servicio

T=W+t;=t; = ;

Por lo que el nliimero medio de usuarios en el sistema viene dado

por
N:AT:&
H

Si bien ha sido posible calcular N y T sin necesidad de deducir
la probabilidad de #n usuarios en el sistema (p;), dichas probabili-
dades son interesantes para obtener otras métricas de interés: por
ejemplo, para un servicio de video bajo demanda, con los valores
de py se puede calcular el consumo energético esperable del centro
de cémputo. La cadena de Markov que modela el comportamien-
to del sistema se corresponde con la del sistema M/M/m para los
estados n < m, esto es:

A A A A
I 2u 3u 4u

Por lo que para todos los estados se tiene que:

A A A

p1= ﬁPO/ p2 = ﬂ}?l, p3 = 5}?2,

_ (A1,
p}’l_ ]/{ n! pO

Anadida la condicién de normalizacién

Y pn=1
n=0

Es decir:

Se tiene que, por inspeccién, el nimero de usuarios en el sistema
sigue una distribucién de Poisson de media A/ u
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Ejemplo 7.9. Sea un pequefio servicio de video bajo demanda en la
nube, donde cada servidor consume 200 W si esta encendido y tie-
ne la capacidad de servir hasta tres usuarios a la vez. Los usuarios
llegan segtin un proceso de Poisson a tasa 6 usuarios/dfa y la du-
racién de una sesién sigue una v.a. exponencial de media 2 horas.
Suponiendo que no hay limite en el ntimero de servidores que se
pueden encender, se puede modelar como un sistema M/M/co, con
un nimero medio de usuarios igual a

A 6 1

La probabilidad de tener n usuarios se puede obtener con la v.a.
discreta de Poisson, con los resultados de la Tabla 7.11 (con los 6
casos considerados se tiene en cuenta el 99,999 % de las posibilida-
des). Sabiendo que un servidor sirve hasta tres usuarios, a partir de

dicha tabla se puede calcular la probabilidad de tener k servidores

encendidos.
n 0 1 2 3 4 5
Pr(n) | 0.60653 0.30327 0.07582 0.01264 0.00158 0.00016
k 0 1 2
Pr(k) | 0.60653 0.39173 0.00174

Con los valores obtenidos, se puede obtener que el consumo
medio de dicho servicio de video bajo demanda serd

P =200 - Pr(k = 1) + 400 - Pr(k = 2) = 85,306 W

Sistemas con capacidad finita: sistemas con rechazo

Los sistemas con rechazo son aquellos en los que el tamafio de la
cola tiene un valor finito, por lo que una llegada que se encuentre el
sistema a su capacidad maxima no serd admitida (serd rechazada).
Unicamente se tendrén en cuenta los sistemas en los que la peticién
rechazada es la que intenta acceder al sistema y no otros sistemas
como, por ejemplo, cuando hay un mecanismo de prioridad en el
que la llegada de un nuevo usuario provoca la expulsién de otro
usuario de menor prioridad.

En estos sistemas la tasa efectiva A que cursa el sistema no es
igual que la tasa ofrecida A al mismo, sino que estan relacionadas
por la probabilidad de bloqueo Pp (Figura 7.8):

X=A-(1-Pp)

En el modelado de los sistemas M/M/1y M/M/m, dado que el
numero de estados de la cadena de Markov es infinito, para poder
obtener la distribucién de probabilidades de estado estacionaria era

preciso que

A
—— <1, esdecir, A <m -y,
m-u

Tabla 7.11: Probabilidad de n usuarios
en el sistema M/M/ oo del Ejemplo 7.9
y probabilidad de k servidores encen-
didos.

A A1~ Pg)

Sistema ———
Py I

Figura 7.8: (Repetida) Tasa cursada en
un sistema con bloqueo.
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para que la tasa media de entrada fuese inferior a la tasa maxima
de salida. En los sistemas con una capacidad finita K esta condicién
no es necesaria, dado que el ntimero de estados es finito. Por lo
tanto, independientemente del valor de A y p serd posible obtener
las prestaciones del sistema, incluyendo los casos en que A > npu.
En el caso limite px — 1 la probabilidad de rechazo sera muy

alta y el nimero medio de usuarios tenderd a K, pero siempre sera
posible analizar el sistema.

Recordatorio: la propiedad PASTA

En un sistema con capacidad finita K, la probabilidad Pp de
rechazar un usuario es una probabilidad condicionada: se define
como la probabilidad de que llegue un usuario al sistema y vea que
el sistema estd completo, por lo que se produce un bloqueo y no es
admitido.

Por otra parte, se puede definir la probabilidad de que haya K
usuarios en el sistema, esto es, que esté lleno: Px. A diferencia de
la anterior, se trata de una definicién temporal: es la probabilidad
de que en un instante de tiempo al azar el sistema esté completo,
independientemente de la llegada o no de usuarios.

Las probabilidades Pp y Px son probabilidades diferentes, por
lo que sus valores no tendrian por qué coincidir. Sin embargo,
por la propiedad PASTA de los procesos de Poisson (pagina 56),
en un sistema donde el tiempo entre llegadas siga una variable
aleatoria exponencial, se tiene que ambas coinciden. Por lo tanto,
para calcular la probabilidad de rechazo bastara con calcular la
probabilidad de que haya K usuarios en el sistema:

Pg = Pg.

Utilizacién de recursos

En un sistema M/M/m (incluyendo m=1) el término p es el
cociente entre la tasa de llegadas y la tasa maxima de salidas

A
P= 0
y coincide, como se vio en Ejemplo: Aplicacién de Little para un
sistema con un recurso (pédgina 72), con la utilizacién media de un
recurso. Sin embargo, en un sistema con rechazo es preciso tener en

cuenta la tasa efectiva de llegadas:
A=A(1-Pg) .

Sea un sistema con rechazo y m recursos en paralelo, del que se

pretende calcular p, esto es, la utilizaciéon media de los recursos. Por

definicién de p, la tasa media de salidas es

p-m .

Dado que el sistema no crea peticiones, debe cumplirse que la tasa
media de entrada sea igual a la tasa de salida, por lo tanto:*>

Llegada rechazada:

| I I N E B B

—iirO-

Py

Sistema lleno:

| I I B N B |

O~

Py

Figura 7.9: Rechazo de una llegada
(arriba) vs. sistema lleno (abajo).

> Notese que no se realiza ninguna
suposicién sobre el proceso de llegadas
o los tiempos de servicio.
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X = p -m - ]/l_
A partir de esta expresion, p se puede calcular como

A1-Pg) A

my my

Teorema de Little y tiempos de estancia

Al igual que para el caso de la utilizaciéon de los recursos, el
teorema de Little relaciona los retardos medios en el sistema con
el nimero medio de usuarios que lo atraviesan. Por lo tanto, la
expresion a emplear dada una probabilidad de rechazo Pp serd

N=A-T=A(1-Pg)-T.

De hecho, cuando se habla de tiempos medios de estancia, ya
sea en la cola, en el recurso o en el sistema, se debera entender
que son los tiempos medios de estancia de aquellas peticiones que
son atendidas por el sistema, dado que no tiene sentido calcular el
tiempo medio para una peticién que es rechazada.

Ejemplo 7.10. Sea una gasolinera similar a la del Ejemplo 6.4, con

un surtidor y una capacidad méxima para dos coches (incluyendo

al que estd repostando). La gasolinera siempre est4 llena y el tiem-
po medio de estancia es de 5 minutos. En estas condiciones, la tasa
de coches que entran a la gasolinera se puede calcular como:

- N 2
A= T=&= 24 coches/hora.
Si la tasa de coches que gquieren entrar a la gasolinera es de

A = 30 coches/hora, la probabilidad de rechazo es de

=20%

El sistema M/M/1/K

El sistema M/M/1/K es muy similar al M/M/1, pero el ntime-
ro maximo de usuarios en el sistema estd limitado por K. Por lo
tanto, la longitud maxima de la cola es K — 1, dado que el recurso
puede albergar a un usuario. Este sistema resulta apropiado para
modelar situaciones de capacidad finita, como por ejemplo una
linea de transmission con un buffer de un tamario limitado, o una
sala de espera que no puede albergar a méds de un ntimero dado de
usuarios.

La cadena de Markov para modelar el sistema tiene una estruc-
tura muy parecida a la empleada al modelar el M/M/1, si bien
acaba en el estado K (por lo que hay K + 1 estados):

A A A A A A

1T\ A EN
oo (oo

Figura 7.10: Gasolinera con un surtidor
y sitio para dos coches.

Llegadas ts ~ exponencial

Poisson
—_—

-
Longitud < K-1

Figura 7.11: Sistema M/M/1/K.




140 UNA INTRODUCCION AMABLE A LA TEOR{A DE COLAS

Las relaciones entre estados son las mismas que para el caso del
M/M/1, es decir

/\ n
Pn:<y> po, V1<n<K,

Empleando el pardmetro I = A/u (que no coincide con el pa-
rdmetro p, segln se verd mds adelante), las relaciones se pueden
expresar como

pn=1"py, V1<n<K,

A diferencia del M/M/1, calcular el valor de py hay que hacer
una suma finita

K K
Yopn=) I'po=1
n=0 n=0
quedando la expresién para py como

K -1
po= <Z 1") (7.11)
n=0

cuya solucién dependerd, como se verd a continuacién, del valor de

I=A/u

Caso I # 1 (es decir, A # )

En este caso, el célculo del valor de py segtin la expresion (7.11)

resulta’3 > La suma finita de la serie geométrica,
_ 1-1 ara cualquier r # 1, es:
po= 1 — [K+1 P 1
B R e
Por lo que la distribucién de probabilidades en estado estaciona- ZO L
rio es
-1y N=o1,.. K
Pn = W ’ =UL...,
La tasa efectiva de entrada al sistema viene dada por
- 1—IK

mientras que la ocupacién media del recurso viene dada por la
expresion habitual

p:

= | >

A partir de la expresién para p;;, se puede obtener el ntimero
medio de usuario en el sistema, calculando

K
N=Y)Y n-p,
n=0

que queda
I (K +1)1K+1
1-1  1-IK1
A partir de N se puede obtener T aplicando el teorema de Little

N =

N

-~
A1 - pxk)
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mientras que el valor de Q se puede obtener, bien restando del
numero medio de usuarios en el sistema la ocupaciéon media del
recurso

Q:N_(]'_po)/

o bien a partir del tiempo medio de espera en cola
W=T-—t,
y aplicando Little (con la tasa efectiva de entrada)

Q=A1-px)-W

Ejemplo 7.11. Sea una empresa donde se comparte una impresora
en red con una capacidad méxima de 4 trabajos de impresién,
donde el tiempo para imprimir se puede modelar con una variable
aleatoria exponencial de media 24 segundos. La tasa de generacién
de trabajos es de 5 peticiones/minuto, y se pretende conocer la
probabilidad de que un trabajo se pierda y el tiempo medio para
imprimirlo

Se puede modelar como un sistema M/M/1/4, donde el tiempo
de servicio tiene por media

1/u = 24 segundos = 0.4 minutos,

porloque I = A/u = 2. La probabilidad de que el sistema esté

lleno es ‘
N Gt 1 G ST N T
17 (%)k+1 1_25 31

que coincide con la probabilidad de un trabajo se pierda (por la
propiedad PASTA).
El ntimero medio de trabajos en la impresora viene dado por

I (K +1)1K+1 2 (4+1)241 98

T1-1 1—K T 1-2 T1_2¢1 31

N

por lo que el tiempo medio para imprimir es

N 1
_ B3 _% minutos (78.4 s)

T=3a- px)  5(1—16/31) 75

Caso I =1 (es decir, A = u)

En este caso, el incremento de usuarios en la cadena de Markov
tiene la misma tasa que su decremento. Se puede ver' que, dado % La cadena de Markov se puede
que A = y, la cadena se encuentra «equilibrada» sin existir una representar como:

tendencia hacia el estado 0 o el estado K. Las relaciones entre las A A

141

A
probabilidades de estado pasan a ser W@
V\—/ T

pn = po, Vn
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por lo que la ecuacién ) p, = 1 se convierte en

(K+1)pp=1
de donde se obtiene que:
1 Vn=0,1 K
PH_K+1/ — Yr sy
Se puede deducir facilmente que

K
N=—

2

mientras que el resto de parametros del sistema se calculan de una
forma similar al caso anterior.

Ejemplo 7.12. Sea el caso de la impresora compartida como en el
Ejemplo 7.11, pero con la mitad de tasa la tasa, esto es,

A = 2,5 peticiones/minuto.

Sigue siendo un sistema M/M/1/4 con 4 = 0,4 minutos, pero
ahora I = 1, por lo el nimero medio de usuarios en una impresora
es

N = K/2 = 2 trabajos de impresién.

La probabilidad de rechazo viene dada por

_ 1 1
k=175

mientras que el tiempo medio para imprimir pasa a ser

N 2 .
= = 1 minuto.

T =X -0 ~ 250-(1/5))

El sistema M/M/m/m

Se trata de un sistema donde el ntimero de recursos en paralelo
m es igual al nimero méximo de usuarios en el sistema m. Por
lo tanto, no hay cola en la que los usuarios aguarden a esperar: o
son atendidos al entrar al sistema, o son directamente rechazados
(Figura 7.12). Se trata de un sistema que serviria para modelar, por
ejemplo, una central de conmutacién de circuitos con m lineas, o
una trama TDMA de m ranuras.

Dado que no hay cola, el ntimero medio de usuarios en cola asf
como el tiempo medio de espera es cero:

W=0
Q=0

Por lo tanto, el tiempo medio de estancia en el sistema (para los
usuarios que no son rechazados) es el tiempo medio de servicio:

T=1/u=ts.

ts ~ exponencial

Llegadas
Poisson
B ———
Prob. l
rechazo

m recursos

Figura 7.12: Sistema M/M/m/m.
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Para obtener N a partir de T mediante el teorema de Little es
preciso calcular la probabilidad de bloqueo Pg, para lo que es preci-
so modelar el sistema con una cadena de Markov. Esta cadena tiene
un namero de estados finito, como en el caso anterior, si bien las
tasas de transiciones del estado n al n — 1 se producen a tasa ny,
dado que hay n usuarios siendo servidos:

:
]
:

H 2u 3u 4u (m—1)p my

Las relaciones entre las probabilidades de estados son similares a
las del sistema M/M/m cuando n < m, esto es

A A A A

p1= ﬁPO/ p2 = ﬂpl’ p3 = @PZ/ pPa = @P&m

A partir de estas relaciones, de }_ p, = 1 se obtiene que

mon -1
pPo = <n;0n,>

mientras que para el resto de estados
Iﬂ
Pn = mpo, n=0,1,...,m
En general, en un sistema M/M/m/m la variable de mayor
interés es la probabilidad de bloqueo Pg, que coincide con la proba-
bilidad de que haya m usuarios en el sistema (p,).Particularizando
la expresiéon de p,, para el caso de m usuarios se obtiene otra de
las expresiones mds importantes de la teoria de colas, la ecuaciéon
conocida como Erlang-B:

B(m,I) £ py = m! (7.12)

y que, por lo tanto, permite calcular la probabilidad de que un
usuario no sea admitido al sistema, dados un nimero de recursos
m y el cociente I.

Ejemplo 7.13. Para una poblacién que genera llamadas a una tasa
de 4 llamadas/minuto (de Poisson) se instala una centralita con
dos circuitos. La duracién de una llamada se puede modelar con
una variable aleatoria exponencial de media 30 segundos. En estas
condiciones, se tiene que

4
A = 4 llamadas/minuto, ¢ = 2 llamadas/minuto, I = 2 =2.

La probabilidad de que un intento de llamada sea rechazado se
calcula como
I 2
ml 2!
0o 2
ngo % e z

2
5

143
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esto es, del 40 %, por lo que se cursan A = 2.4 llamadas/minuto.
Si se instalase un circuito adicional para aumentar la facturacion
(m = 3), la probabilidad de rechazo seria

23
1+2+5+48 19

esto es, aproximadamente del 20 %, por lo que en estas circunstan-
cias se cursarfan unas 3.2 llamadas/minuto.

Con otro circuito adicional (m = 4), la probabilidad pasa a ser
2/21, esto es, aproximadamente un 10 % de rechazo de las llama-
das, mientras que con m = 5 dicha probabilidad pasaria a ser 4/109
(esto es, menos del 4 %). En la siguiente tabla se representa la re-
duccién de la probabilidad de bloqueo en funcién del nimero de
circuitos empleados.

’ m_ (Am) H pm (Vpm) ‘ Pm — Pm-1

2 0.400
3 (50%) || 0.211  (52%) -0.189
4 (33%) || 0.095 (45 %) -0.116
5 (25%) || 0.037 (39%) -0.061

Resulta interesante comprobar que, en términos relativos, el in-
cremento en el niimero de circuitos conlleva una reduccién similar
de la probabilidad de bloqueo; sin embargo, en términos absolutos
la reduccién de p;, resulta cada vez menor, lo cual es 16gico dado
que su valor tiende a o conforme m aumente: por lo tanto, en va-
lores de m relativamente elevados cada vez resultard més costoso
disminuir la probabilidad de bloqueo.

Propiedades de la Erlang-B (*)

Dado que el calculo de B(m, I) segun la expresion (7.12) puede
requerir una cierta capacidad de cédlculo, en particular si los pa-
rdmetros m e I son elevados, existe un desarrollo de la expresién
que permite el calculo de B(n,I) a partir de B(n — 1,1). Si cuan-
do no hay ningtn recurso la probabilidad de bloqueo es uno para
cualquier valor de I

B(0,I) =1,

se puede demostrar que

B(m —1,1)
B(m—1,1) +m/I

B(m,I) =

lo que permite, por ejemplo, obtener la reduccién de la probabili-
dad de bloqueo al afiadir un nuevo recurso al sistema de forma maés
sencilla que con la expresion original de B(m, I) —sin necesidad de
calcular factoriales.

Por otro lado, también se puede demostrar que B(m, I) cumple:

B(ny, Iy) + B(na, L) > B(ny +mnz, Iy + Ip)
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lo que confirma las ventajas del agregado de recursos en un sistema
(como en la comparacién de un M/M/ 1), ya que la probabilidad de
bloqueo de dos sistemas con 17 y 1, recursos, sirviendo a un trafico

I; e I, es mayor que la del sistema agregado.

Resumen del tema

= Agregar recursos en un tnico servidor mejora las prestaciones

del sistema.

= Para una tasa de llegadas A, un tiempo medio de servicio 1/u y

m servidores en paralelo (incluyendo m = 1) se define

= En un sistema M/M/1:

pn=p0"(1-p), T=

Fr(t) =1—e (=M1,

s En un sistema M/M/m:

mflln m 1
m= () it

I?Z
— " Po
|
Pn = " m
n
m!
Pg = Ec(m, 1) =

-1
__I"-p
) QT =

s En un sistema M/M/1/K:

SiA#u pn = ( _%> (j)n

SiA=pu pn:K}H

s En un sistema M/M/m/m:

mon -1
pPo = ;E

g (K+1)1K+1
N =179 - S0

Z
Il
[STF

11’1

Pn = EPO
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P. Serrano, J. A. Herndndez
Universidad Carlos III de Madrid

Teoria de colas: sistemas avanzados

EN TODOS LOS SISTEMAS VISTOS EN EL TEMA ANTERIOR, indepen-
dientemente de su capacidad o ntiimero de recursos en paralelo, se
cumplia que: (i) las llegadas siguen un proceso de Poisson, (if) el
tiempo de servicio se puede modelar con una tnica variable aleato-
ria exponencial, (ii7) todas las peticiones y usuarios son del mismo
tipo, sin prioridades, y (iv) tinicamente se analiza un sistema. En
este tema se aborda el estudio de sistemas donde no se cumpla al-
guna de las tres tltimas caracteristicas, esto es, sistemas donde las
llegadas sigan siendo de Poisson, pero ocurra que:

= Los tiempos de servicio no siguen una variable aleatoria expo-
nencial, sino que pueden ser fijos, estar distribuidos uniforme-
mente, ser mezclas de diferentes variables aleatorias, etc. Relajar
esta suposicion puede servir, p. €j., para modelar flujos donde
se mezclan tramas de datos y de asentimientos, o para el ca-
so de agregados de tramas de voz de longitud constante. Estas
situaciones se analizaran con el sistema M/G/1.

= Hay usuarios con mayor prioridad que otros, por lo que cuando
distintos tipos de usuarios coinciden en la cola, el de mayor
prioridad tendré preferencia para ser atendido. Esto puede servir
para modelar un router que proporcione «diferenciacién de
servicio» entre tipos de trama, p.ej., si las tramas de un usuario
premium tienen prioridad sobre las de un usuario normal. Este
caso se analizard con el sistera M/G/1 con prioridades.

= Dos 0 més sistemas se encuentran conectados, de modo tal que
tras ser servidos por un sistema, los usuarios pueden ser servi-
dos por otro diferente (0 mds de uno). Esto servird, bajo ciertas
suposiciones, para modelar el caso de una red de comunicacio-
nes, tratdndose de redes de colas.

El sistema M/G/1

Como su notacién indica, en este sistema las llegadas son de
Poisson, tinicamente hay un recurso, y el nimero méximo de usua-
rios en el sistema no esta acotado. La diferencia respecto al M/M/1
es que el tiempo de servicio no se distribuye necesariamente como
una variable aleatoria exponencial, por lo que no se puede partir de
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la propiedad «sin memoria» que facilitaba el andlisis (p.ej., en un
M/M/1 ocupado, la probabilidad de que un usuario sea servido
antes de t unidades de tiempo es siempre la misma).”

Algunos escenarios que se pueden modelar mediante un M/G/1
son: un router de salida que recibe el agregado de varios flujos con
tramas de longitud no exponencial (p. €j., constante), o un punto
de acceso de una red inaldmbrica, donde los usuarios descargan
archivos de longitud uniformemente distribuida.

Planteamiento bdsico

Dado que los tiempos de servicio no siguen una variable alea-
toria exponencial, el sistema no puede modelarse con una cadena
de Markov, como los sistemas basicos. Dado que las llegadas son
de Poisson, para analizar el sistema se aplicara la propiedad PAS-
TA (pagina 56): la esperanza de lo que «ve» un usuario al llegar al
sistema coincide con la media temporal de la variable considerada
(Poisson Arrivals See Time Averages).

Sea una llegada cualquiera al sistema. Lo que dicha llegada «ve»
que tiene que esperar antes de llegar al recurso se puede dividir en
dos componentes (Figura 8.1):

= El tiempo para dar servicio a las Q peticiones que ya se encon-
trasen en la cola cuando llegé, cada una reclamando un tiempo
medio de servicio f;.

= El tiempo que falta para que el recurso atienda al siguiente usua-
rio (el primero que esta en la cola). Si el recurso estuviese ocupa-
do, este tiempo residual de servicio R es el tiempo en terminar de
servir la peticién (que se analizard en el siguiente apartado).

Por lo tanto, la esperanza del tiempo de espera en cola de la
peticién que llega al sistema es la suma de estas dos componentes:

W:Q'ts+R

Dado que, por el teorema de Little, se cumple que Q = A - W, de
lo anterior se tiene que

W=A-W-t;+R.

Ademas, si se llama a la ocupacién p = A - t;, se deduce la siguiente
expresion para el tiempo medio de espera en cola:

R

(8.1)

Por lo tanto, una vez calculado R, con la expresién (8.1) se puede
obtener el tiempo medio de espera en el sistema, y a partir de éste
el tiempo total de estancia en el sistema T (sumando el tiempo
medio de servicio) y resto de variables.

* Cuando el tiempo de servicio sea
una variable aleatoria exponencial
serd un caso particular del sistema
M/G/1, por lo que los resultados de
ese andlisis también seran validos para
un M/M/1.

Usuario

N Servici
Llegada €N SErviclo

Poisson : : : :
| | | |
| | | |
| | | |

Q usuarios en cola

Figura 8.1: Estado visto por una
llegada al sistema
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Cdlculo del tiempo residual

La variable R es la esperanza de lo que quede por servir a un
usuario que pudiese estar en el recurso cuando llega un nuevo usua-
rio al sistema (es una esperanza condicionada). Dado que la condi-
cién es que llegue un usuario, hay que tener en cuenta que cuanto
mayor sea el tiempo que falta por servir al usuario en el recurso,
mas probable sera que se produzca una llegada (y viceversa).

Ejemplo 8.1. La Barberfa Zeus (Leganés) tinicamente cuenta con
Fran para atender a los clientes, que pueden pedir arreglarse la
barba o cortarse el pelo. Ambos tipos de clientes acuden en igual
proporcién, y el tiempo para atender a un cliente es de 10’ si hay
que arreglar la barba y de 50’ si hay que cortar el pelo. En estas
condiciones, el tiempo medio de servicio por cliente es:

1 1
t = Pr(barba)tyarba + Pr(pelo)tpe, = 510 + 550 = 30 minutos.

Suponiendo que los clientes llegan segtin un proceso de Poisson,
dado que la peluqueria siempre esta llena, el tiempo residual es
el tiempo que pasa desde que un nuevo cliente llega hasta que el
peluquero termina de atender al cliente que esta siendo atendido.
Un posible razonamiento (incorrecto) serfa suponer que el cliente
llegard, en media, cuando quede la mitad del tiempo de servicio.
Por lo tanto, la media de este tiempo residual serfa la mitad del
tiempo medio de servicio por cliente, es decir, /2 = 15 minutos.
Este razonamiento es incorrecto dado que es mas probable que un
cliente llegue cuando Fran esta cortando el pelo que cuando esté
arreglando una barba:

L]egadas de Poisson Figura 8.2: Llegadas de Poisson a
A una peluquerfa con dos tiempos de
servicio. Es cinco veces mds probable
l l l l l l l l l ll que un allegada de Poisson suceda
I cuando esta cortando el pelo que
. , -— . , -~ cuando estd arreglando una barba.
Barba Pelo Barba Pelo

Dado que una llegada de Poisson puede suceder en cualquier
momento, es cinco veces mds probable que un cliente llegue cuando
Fran esta cortando el pelo que cuando esta arreglando una barba.? 2 Distribucién condicionada de una
En el primer caso, el tiempo medio hasta que termine serd 50"/2 llegada, pagina 54.
= 25 minutos, mientras que en el segundo caso dicho tiempo serd
10’/2 = 5 minutos. Por lo tanto, el tiempo residual de servicio sera

en este caso

t 13
R = Pr(llegada cortando pelo)%10 + Pr(llegada arreglando barba)%
= 225 + %5 = % minutos = 21" 40's,

que resulta bastante mdas que la mitad del tiempo medio de servicio
por cliente (que era 15 minutos).
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Ejemplo 8.2. Suponga que un explorador tiene planeado realizar
un viaje muy largo y no tiene ni idea sobre cudndo volvera a casa.
Una vez que llegue, el tiempo hasta mafiana es una variable aleatoria
que serd cercana a cero si llega justo antes de medianoche, cercana
a 24 horas si llega justo después de medianoche. Suponiendo que
probabilidad de llegar en un instante dado es siempre la misma, la
esperanza de este tiempo «residual» hasta mafiana es 12 h.

EN UN CcAsSO GENERAL, donde el sistema no siempre esté ocupa-
do, un usuario que llegue a un sistema puede encontrarlo de dos
formas:

= Libre, por lo que el tiempo residual de servicio es cero.

= Ocupado, siendo el tiempo residual de servicio el tiempo que
aun le queda al usuario en el recurso.

A continuacién se presenta un cdlculo gréfico del tiempo resi-
dual medio de servicio R. Para ello, se define R(T) como el tiempo
residual instantdneo de servicio que ve un usuario que llegue al
sistema en un instante de tiempo 7. Se supone que, dado un valor
de R(7) > 0, el usuario en el recurso recibe servicio a una tasa
constante, por lo que R(7) decrece de forma lineal con el tiempo,
con pendiente -1.

R(7)

tr

t1 ty tz 4 Eaiey

En la Figura 8.3 se representa R(T) para un caso general con
M(t) llegadas de usuarios, donde el usuario i requiere un tiem-
po de servicio ;.3 Nétese que hay periodos donde el sistema estd
completamente vacio (por ejemplo, entre la segunda y la tercera
llegada), y que el tiempo de inicio de servicio para un usuario no
tienen por qué coincidir con su instante de llegada (p.ej., el segundo
usuario pudo haber llegado justo después del primero).

La media del tiempo residual de servicio se puede calcular como

1 ot
R =1lim = [ R(7)dr,

t—oo t Jo

y supone calcular la integral de R(7) a lo largo del tiempo. Dicha
integral se puede expresar como la suma de las areas de los trian-
gulos correspondientes a cada usuario

M(t) 2

/O R()dr~ Y o,

=1

Figura 8.3: Célculo del tiempo residual
de servicio.

3 De esta forma, la primera llegada
require un tiempo de servicio t;,
mientras que la dltima llegada (la
llegada M(t)) requiere un tiempo de
servicio fyyy)-
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por lo que el tiempo residual de servicio queda como

M(t) 2
oy

i=1

~~ | =

R = lim
t—o0

Multiplicando y dividiendo esta expresion por M(t) y re-ordenando
términos y limites, se tiene que

1 M ([, 1 MO
R=3 <}E‘; : > (352 ORSKIE

expresion que resulta similar a la del nimero medio de usuarios N
en el Teorema de Little (pagina 70).4

Analizando la expresién para el cdlculo de R, aparecen por tanto
dos limites:

= El primer limite es el cociente del ntimero total de usuarios ser-
vidos sobre el tiempo total. Por lo tanto, dicho cociente es, de
nuevo, la tasa media de llegadas al sistema:

M(t) »

lim A

t—oo t
= El segundo término es la suma de todos los tiempos de estancia
en el sistema al cuadrado #? dividida por el nimero total de
llegadas al sistema. A partir de un nimero de llegadas elevado,
este término se podra aproximar por el momento de segundo
orden de los tiempos de servicio

A partir del célculo de estos dos limites, se tiene que el tiempo
medio residual de servicio se puede expresar como

R==-A-E[t] (8.2)

N —

Foérmula de Pollaczek-Khintchine (P-K)

Una vez obtenida la expresion para el tiempo medio residual R
(8.2), su sustitucion en la expresiéon para el tiempo medio de espera
en cola W (8.1) resulta en la férmula de Pollaczek-Khintchine5

wo R _ AE[#2]
1—p 2(1-p)

que permite calcular el tiempo medio de espera en cola en un siste-

(8.3)

ma M/G/1 a partir de la tasa media de llegadas y los momentos de
primer y segundo orden del tiempo de servicio.

Al igual que en el caso de los anteriores sistemas, a partir de W
se puede calcular los otros pardmetros de rendimiento del sistema,
como el tiempo medio de estancia (T = W + t;) o el nimero medio
de usuarios en el sistema (N = AT).
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4En el teorema de Little, dicha expre-

sién era

aft)
N = tim M it T
tseo b oo a(t)

5 Férmula publicada por primera
vez por el matematico e ingeniero
austriaco Felix Pollaczek en 1930 y

redefinida en términos probabilisticos
por el matematico soviético Aleksandr

Khintchine dos afios més tarde.
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Ejemplo 8.3. A un enlace de 100 Mbps llega un flujo de 8o Mbps,
donde las tramas tienen un tamafio fijo de 1500 B y el proceso de
llegada se puede considerar de Poisson.

Para calcular el retardo total T al atravesar el enlace, es preciso
primero obtener los términos de la expresién (8.3). Por una parte

8o Mbps
100 Mbps o8,

mientras que la tasa de llegadas y el tiempo (constante) de servicio
se obtienen como

8o Mbps 1500 - 8
= ~ 6. fs = o —
1500 - 8 bits,/trama 000 framas/ms, fs = 35500 e

= 0.12 msS.

6 ¢Dado que el tiempo de servicio es

A partir de estos valores, se obtiene
constante, [E[t2] coincide con #2.

6,66 (0,12)?

W = 2(1-08) = 0.24 mSs.

Por lo tanto, el retardo total al atravesar el sistema es

T=W+t; = 0.36 ms.

AL APLICAR LA FORMULA DE P-K es preciso obtener el momento
de segundo orden del tiempo de servicio. Para ello, resulta ttil
recordar la expresién que lo relaciona con el momento de primer
orden (esto es, la media) y la desviacién tipica

E[ff] = £ + o}
De hecho, la férmula de P-K se puede escribir como

AE[2] Mt +07)
20-p)  2(1—-p) "’

que, reordenando términos, se puede expresar como

_ Pt Ot 2
) (”(ts) ) o0

donde o35/ ts es el coeficiente de variacion de la variable aleatoria f;

(para la variable aleatoria exponencial, por ejemplo, su valor es

1).7 Esta expresién pone de manifiesto que, dada una carga en el 7 Estrictamente, el coeficiente de
variacion se define como el cociente

. entre la desviacién tipica y el valor
espera aumenta conforme aumenta la varianza de ;. De esta forma, absoluto de la media.

sistema p y un tiempo de servicio medio s, el tiempo medio de

cuando el tiempo de servicio sea un valor constante (esto es, en un
sistema M/D/1) el tiempo medio serd minimo.

Ejemplo 8.4. En un sistema M/M/1 el tiempo de servicio es una
variable aleatoria exponencial, que cumple que 0, = t;. Por lo
tanto, la expresion (8.4) se convierte en

p-ts
W = ,
(1-p)
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que es la expresion ya conocida para dicho sistema, segtin lo visto
en el capitulo anterior.

En el caso de un sistema M/D/1 se tiene que oy, = 0, por lo que
el tiempo medio de espera en cola es

1 p-ts

2 (1-p)

esto es, la mitad que para el caso del M/M/ 1. Estos resultados

confirman que cuanto mayor es la variabilidad en el tiempo de
servicio, peores seran las prestaciones que recibiran los usuarios.

Usuarios con diferentes tipos de tiempos de servicio

El sistema M/G/1 también sirve para modelar escenarios donde
diferentes peticiones sigan diferentes variables aleatorias, como p.ej.
el agregado de varios flujos de comunicaciones de diferentes tipos.
Para ello, hay que suponer que dicho agregado se ha realizado de
forma tal que, desde el punto de vista del recurso, la probabilidad
de que una determinada peticién sea de un tipo es constante e
independiente a cada peticion.

Sea un escenario con N flujos diferentes, donde el tipo i aparece
con probabilidad «; y tiene un tiempo medio de servicio t;, con
i = {1,..., N}. En estas condiciones, el tiempo medio de servicio
puede obtenerse como

=1

Dada una tasa total de llegadas A, la tasa de llegadas del tipo de
flujo i viene dada por
)\i = Déi)\ ’

por lo que, dadas las tasas de llegadas de todos los tipos de flujo
{Ax}, la probabilidad del tipo i se puede calcular como la propor-
cién de dicho flujo sobre el total

_ A
Y A

A partir de estas variables, para aplicar la férmula de P-K es

;i

preciso obtener el momento de segundo orden del agregado, lo que
se consigue mediante la ley de la probabilidad total

N
E[£] = ) a;i-E[],
i=1

lo que permite calcular el tiempo medio de espera, que es el mismo
para todos los usuarios
AE[#]

Wi:72(1—p) Vi

A partir del tiempo medio de espera, se puede calcular el tiempo
medio de estancia total para los usuarios de tipo i

Ti=W+1t;,
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que, en general, no coincidird con el tiempo medio de estancia para
una peticién genérica
T = W ‘|— ts

Ejemplo 8.5. (Ej. 13/14) Sea un control de seguridad de un ae-
ropuerto, con una tnica cola de espera (Figura 8.4). Los viajeros
llegan segtin un proceso de Poisson de tasa 24 viajeros/hora, y el
tiempo que tardan en pasar el control se puede modelar con una
variable aleatoria exponencial.

Hay dos tipos de viajeros: frecuentes (el 40 %), que tardan en
media 30 segundos en pasar el control, y no frecuentes (el 60 %),
que tardan en media 3 minutos en pasar el control.

Se trata de un sistema M/G/1, dado que el tiempo de servicio
es a veces exponencial de media 30 s, con probabilidad « r =04,
y otras veces exponencial pero de media 3 min, con probabilidad
ay = 0,6, por lo que en ningtin caso es exponencial. El tiempo
medio de servicio es

E[ts] = E[tflas + E[tn]ay = 2 min,,

mientras que el momento de segundo orden de dicho tiempo es
(teniendo en cuenta que para la variable aleatoria exponencial la
media y la desviacién tipica coinciden)

E[#2] = E[(t;)?as + E[(ta)?)ay = 11 min?,
Con esto, la férmula del tiempo residual de servicio queda

_ B[]

R
2

= 2,2 min.,

y el tiempo medio de espera en cola (para todo tipo de viajero)
resulta

= 11 min.,

R
(1—-p)
por lo que el tiempo medio para pasar el control un viajero frecuen-
te es

T/ =W+ tf = 11,5 min.,,

mientras que para un viajero no frecuente es

" =W +t, = 14 min.

El sistema M/G/1 con prioridades

Sea ahora un sistema con distintas clases de tréfico y que, en
vez de una tnica cola, tiene N colas diferentes, una para cada clase
de tréfico (Figura 8.5). Cada clase tiene una diferente prioridad y
existe un orden estricto: si hay un usuario de la primera clase, serd
el siguiente en acceder al recurso una vez que éste quede libre; si

3 '3
a2
s

Figura 8.4: Control de seguridad con
dos tipos de viajero en una tinica cola.
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el recurso queda libre y no hay ningtin usuario de la primera clase,
serd atendido el primer usuario de la segunda clase, etc.

Se trata un sistema sin apropiacién: una peticién siempre espera a
que termine de ser servida la peticién que estuviese en el recurso,
aunque fuese de menor prioridad (en un sistema con apropiacién,
una peticién de baja prioridad es expulsada del recurso cuando
llega una peticién de mayor prioridad).

Siguiendo el mismo razonamiento que en el anélisis del M/G/1,
el tiempo medio de espera en cola para los usuarios de la primera
clase (W1), que llegan a una tasa A, viene dado por:

= El tiempo medio residual de servicio del usuario que pudie-
ra estar en el recurso R (que puede ser de cualquier clase y se
calculara mas adelante)

= El tiempo medio de servicio que precisan los Q1 usuarios por
delante en la cola, cada uno £;.

Por lo tanto, el tiempo medio de espera en cola se puede expre-
sar como
Wi =R+0Qp 1. (8.5)

A partir de esta expresién, aplicando el teorema de Little sobre la
cola de méxima prioridad se tiene

Q1 =MWy,

expresion que, definiendo una «carga relativa» de la primera clase
como

p1 = Mtr,
se puede expresar (8.5) como

_ R
1-pm

Wi (8.6)

Sea ahora el caso de la segunda clase. De forma similar al cdlculo
de Wy, dos de los componentes del tiempo de espera en cola de W,
seran:

= El tiempo residual del usuario en el recurso R

= El tiempo demandado por los usuarios que estén esperando,
que son los Q usuarios de la primera clase (que tienen mds
prioridad) y los Q; usuarios que se encuentren por delante de
este usuario.

Ademas de estos factores, para toda clase que no sea la de méxi-
ma prioridad aparece otro componente: los usuarios mayor priori-
dad que llegan mientras se estd esperando (y que pasaran al recur-
so en cuanto quede libre). Para el caso de W, este tiempo es:

= El tiempo demandado por los usuarios de la primera clase que
lleguen (a tasa A1) mientras dicho usuario esta esperando (W), y
que cada uno requerird un tiempo ;.

Q1 usuarios
T T T T

I
I

B —
I
(I
[

Q> usuarios
T T T T

_—

Qn usuarios
T T T T

B —
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Figura 8.5: Sistema con N diferentes

clases.
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Por lo tanto, la expresiéon para W, queda como:
W =R+Q1-t1+Q2-t2+A1-Wp-tq,
que puede expresarse, gracias a la ecuacién (8.5), como
Wo=Wi+Qo-tr+Ay-Wy-tg. 8.7)

De nuevo, definiendo una «carga relativa» de la segunda clase
como
p2 = Aata,
y sustituyendo Qp = A, W, (teorema de Little), re-ordenando térmi-
nos, la ecuacién queda (8.7) como

W=,
(1=p1—p2)
y sustituyendo W por el valor dado por (8.6) queda
R

[l e p——"

Realizando un analisis similar al anterior, se puede comprobar
que el retardo en cola para los usuarios de la tercera clase es:
R
(I—p1—p2)(A=p1—p2—p3)

siendo la expresién del tiempo medio en cola para una clase k

W3 =

cualquiera:

R
A=pr=p2— =o)X =pr—p2—. =)
De forma similar al M/G/1 con distintos tipos de usuarios

Wi =

(Usuarios con diferentes tipos de tiempos de servicio, pagina 153),
el retardo total de la clase k se puede obtener como

T = Wi+t .

Por ultimo, falta obtener el tiempo medio residual de servicio
R, que resulta ser la misma que en el sistema M/G/1, ya que en el
célculo presentado no se hizo ninguna suposicién sobre la discipli-
na de la cola:

R= %AIE[tf] , (8.8)

Para calcular [E[#?] suele ser preciso aplicar la ley de la probabi-
lidad total, para lo que se tiene en cuenta la proporcién relativa del
flujo i sobre el total, esto es, a; = A;/A, por lo que (8.8) se convierte
en

1. N n 1Y )
R=-AY wE[t] =2 ) AE[E],
2 i=1 21’:1

donde E[t7] el momento de segundo orden del tiempo de servicio
de la clase i. Por lo tanto, el tiempo medio de espera en cola de un
usuario de la prioridad k puede expresarse como

3 YN AE[E]

W, =
- )T =)
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Ejemplo 8.6. Sea el mismo control de seguridad del Ejemplo 8.5,
pero con prioridad estricta: se forma una cola para cada tipo de
viajero (Figura 8.6), y siempre que haya un viajero frecuente espe-
rand, se le da prioridad sobre el viajero no frecuente. Como en el
caso anterior, los viajeros frecuentes tardan en media 30 segundos
en pasar el control, mientras que los no frecuentes tardan en media
3 minutos.

Segun los datos del ejemplo, se tiene

Ay = 0,16 viajeros/min

An = 0,24 viajeros/min
lo que, da lugar a los siguientes valores de p;

pf = Aftf = 0,08
pn = /\ntn - 0, 72

Dado que la distribucién de usuarios no cambia, el tiempo me-
dio residual de servicio sigue siendo el mismo:

R= % (AlE[t%] + /\ZE[@) = 2,2 min.

A partir de lo anterior, el tiempo de espera para los viajeros
frecuentes (es decir, de la primera cola) sera

R
Wy = -—— =~ 2,4 minutos,

1—pf

por lo que su tiempo total en atravesar el control es de
T ~ 2,9 min.

Para los viajeros no frecuentes, el tiempo medio de espera en

cola es
R

(1—p1)(1—p1—p2)

por lo que el tiempo total medio para atravesar el control es

W, = ~ 11,95 minutos,

T, = 14,95 min.

Redes de colas

Una red de colas es un sistema donde los usuarios atraviesan
una o mds colas, cada una de ellas una o mads veces. Se distinguen
dos tipos de redes de colas:

= Redes cerradas (Figura 8.7), donde los usuarios siempre perma-
necen en el sistema, por lo que su nliimero permanece constante
a lo largo del tiempo. Este tipo de redes no se consideran en este
texto.

o
‘8
m

g
3

Figura 8.6: Control de seguridad con
dos tipos de viajeros y prioridad.

O~ FO—

Figura 8.7: Red de colas cerrada.
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= Redes abiertas (Figura 8.8), donde un usuario entra al sistema en
un momento dado y con total certeza lo abandonara pasado un
tiempo. A su vez, se puede diferenciar entre

* Redes aciclicas, si es imposible que una peticién pase més
de una vez por un mismo recurso (esto es, no hay «bucles»
alrededor de uno o més recursos)

* Redes ciclicas, si es posible que una peticion sea atendida
varias veces por un recurso (no necesariamente de forma
consecutiva).

En general, se supondra que los tiempos de servicio que deman-
da un usuario en diferentes sistemas son variables independientes,
lo que podré ser méds o menos acertado segtn el tipo de red con-
siderada. A continuacién, se inicia el analisis de las redes de colas
con el caso aciclico més sencillo: dos sistemas en tdndem.

Dos sistemas en tindem

Sea el caso de dos sistemas en tdndem, como el ilustrado en la
Figura 8.9, donde el proceso de llegada es de Poisson a tasa A y el
tiempo de servicio se distribuye segtin una variable aleatoria expo-
nencial, de media 1/ en el primer sistema y 1/u5 en el segundo
sistema.

Considerando el primer sistema, se trata de un M/M/1, por lo
que la probabilidad de que haya # usuarios en el mismo (segtin lo
visto en el tema anterior) viene dada por

pin = (2) (1= 2) et -p0)

Ademas, dado que la salida del primer sistema también es un
proceso de Poisson (Proceso de salida de un M/M/1 (*), pagi-
na 128), el segundo sistema es otro M/M/1, por lo que la proba-
bilidad de que haya m usuarios en el segundo sistema tiene una
expresion similar

) = () (1 2) = pt1-po

Para que la probabilidad de tener n usuarios en el primer siste-
ma y m en el segundo se pueda calcular como el producto de las
mismas, es necesario que p1(n) y pa(m) sean independientes, lo
cual no es del todo intuitivo: se podria pensar que una alta ocupa-
cién del primer sistema conlleva una alta ocupacion del segundo.
Sin embargo, se puede demostrar que son probabilidades inde-
pendientes gracias al teorema de Burke® que amplia y generaliza la
caracterizacién del proceso de salida de un M/M/1.

Teorema de Burke En un sistema M/M/1 0 M/M/m en condiciones
estacionarias y con un proceso de llegadas de Poisson a tasa A se
cumple que:

Red abierta aciclica:
H]—@( -O— O+
Red abierta ciclica:

H]—Q( -O— O

Figura 8.8: Redes abiertas.

— FO—_JO—

bl

Tiempos de servicio
independientes

Figura 8.9: Sistemas M/M/1 en tan-
dem.

8 Publicado por primera vez por Paul J.
Burke en 1959 cuando trabajaba en los
laboratorios Bell.
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= El proceso de salida es de Poisson a la misma tasa A.

= En cualquier instante de tiempo t, el ntimero de usuarios en
el sistema es independiente de la secuencia de instantes de
salida de usuarios hasta t.

Notese que el segundo resultado no resulta demasiado intuitivo,
dado que una réfaga de salidas en t1, f, ..., t5 con poco tiempo
entre ellas podria indicar que la cola se encontrase muy ocupada
en t5, pero —segun el teorema- esta ocupacién es independiente del
proceso de salidas.?

Dado que el teorema de Burke garantiza que el estado del pri-
mer sistema no depende de la secuencia de las salidas desde dicho
sistema, se tiene que p1(n) es independiente de p,(m), por que la
probabilidad de tener n usuarios en el primer sistema y m en el
segundo se puede calcular como:

Pr(n,m) = pi(1—p1)-03(1—p2)

El ntimero medio de usuarios en el sistema se puede calcular

como 0 0

N = n—+m Prn,m:71+72

’;;( JPr(mm) = =41,
y, aplicando el teorema de Little, el tiempo medio de estancia en el
sistema se puede obtener como
N 1
7N _ /w1 + 1/u2 ,

A 1-— Pl 1-— PZ
lo que equivaldria a obtener las prestaciones de cada sistema por
separado, esto es,

1/ 02

1/m 01 L=
1-p2

1 — 1_pl/

T =

= T, =
1= oy’ 2

= g

7

y a partir de estos valores, obtener las prestaciones globales como

N=N+N ,
T=T+T,

expresiones que no siempre se podran aplicar para analizar una red
de colas (en concreto, el calculo del retardo total en el sistema T).

Ejemplo 8.7. Sea la red indicada a continuacién, a la que se pro-
ducen llegadas segtin un proceso de Poisson a tasa A = 2 llega-
das/segundo, y los tiempos de servicio en cada sistema se pueden
modelar con variables aleatorias exponenciales independientes, de
media t, = 0.1 segundos y ¢, = 0.2 segundos.

—{Alta) [ B(ty) [—

En estas condiciones, la carga de cada sistema puede calcularse

como
A 1 A 2

Pe =178, ~

5 PP 1, T 5

Lo que el teorema no garantiza es la
independencia del estado de la cola
en t; (es decir, al principio) respecto al
proceso de salidas: en general, varias
salidas de forma consecutiva vendra
causado por una alta ocupaciéon
anterior.
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por lo que el niimero medio de usuarios en cada sistema es

Pa 1 P 2
N - o = =y N ==,
T 1-—p, 4 ' 1-p, 3

lo que lleva a que el retardo total para atravesar la red es de

_ N;+N, 11
T = 1 0.458 segundos.

Redes abiertas aciclicas

El anterior resultado de dos sistemas M/M/1 en tindem se
puede generalizar para el caso en que las colas tengan mas de un
recurso en paralelo (es decir, sistemas M/M/m) y que haya més
de dos colas conectadas en cascada sin bucles. Como se ha men-
cionado anteriormente, este tipo de red se denomina red aciclica,
ilustrdndose un ejemplo en la Figura 8.10.

La ausencia de bucles en una red se define a través del concepto
de camino de bajada: se dice que un nodo k estd en un camino de
bajada desde un nodo i si la probabilidad de que una peticién que
salga del nodo i llegue al nodo k no es cero (pudiendo pasar por
cualquier otro nodo).™

Definicion: Una red abierta aciclica es aquella red en la que se cum-
plen las siguientes propiedades:

= La salida del nodo i va hacia un nodo j directamente conecta-
do con una probabilidad p;; > 0, que es independiente a cada
peticion.

= Si k estd en el camino de bajada de i, entonces 7 no esté en el
camino de bajada de k (esto es, no hay bucles).

Si una red es aciclica y el proceso de entrada es de Poisson, en-
tonces el proceso de entrada a todos los sistemas también es de
Poisson: por el teorema de Burke, la salida A; del nodo i es también
un proceso de Poisson. Dado que, desde dicho nodo, la probabili-
dad de ir al nodo j es pj; y es independiente a cada peticion, por la
Descomposicion de procesos de Poisson (pagina 48) el proceso de
entrada al nodo j sera también de Poisson a tasa A; - pj; (y si varios
nodos llevasen al nodo j, seria el agregado de procesos de Poisson).

Ejemplo 8.8. Sea la siguiente red aciclica de cuatro nodos, con
una proceso de entrada de Poisson a tasa A, tiempos de servicio
exponenciales, y donde p;; indica la probabilidad de ir al nodo j
desde el nodo i:

Segun lo visto anteriormente, el proceso de salida desde A hacia
B seré de Poisson, a tasa Ap,y, al igual que el proceso de salida des-
de B hacia D. El proceso desde A hacia C también serd de Poisson,
a tasa A(1 — p,p), mientras que el de C hacia D serd de poisson a

Figura 8.10: Ejemplo de red aciclica

°En la Figura 8.11, los nodos 4, 5y
6 estdn en el camino de bajada del
nodo 1, pero el nodo 4 no esta en el
camino de bajada del nodo 3.
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(D" (D)

A 4

1-— Pab

\ 4

tasa A(1 — pap)pea- Por lo tanto, el proceso de salida del nodo D
serd un proceso de Poisson a tasa:

Ap = )\pab + )\(1 - pub)pcd

ADEMAS DE GARANTIZAR que el proceso de entrada a cada sistema
sea de Poisson, el teorema de Burke también garantiza la indepen-
dencia entre el estado de un sistema y las salidas que de él se hayan
producido. Por lo tanto, de forma andloga al sistema en tdindem, en
una red de colas aciclica de sistemas de tipo M/M/1 0 M/M/1, la
probabilidad conjunta de tener 17 usuarios en el primer sistema,

1 usuarios en el segundo sistema, etc., se puede calcular como el
producto de dichas probabilidades considerando cada sistema de
forma independiente.

Ejemplo 8.9. En el caso del anterior Ejemplo 8.8, si los tiempos
medios de servicio en los sistemas A, B, C y D fuesen, respectiva-
mente, t,, tp, t. v t; (todos ellos exponenciales), se pueden definir
las siguientes ocupaciones

0a = Aata,  0p = Apty,  0c = Acte,  pg = Agty
donde
Ag=A, Ay = Aapah/ Ac = /\H(l - Pab)r Ag = Apab "‘A(l - Pab)pcd

La probabilidad de tener n1 usuarios en el sistema A, np usuarios
en el sistema B, etc., se puede calcular como

Figura 8.11: Red aciclica para el Ejem-
plo 8.8.

Pr(ng = ny,ng = np,nc = nz,np = ng) = pa' (1—pa)p,> (1 —pp)pe* (1 —pc)py* (1 —pa)

mientras que la probabilidad de que todos los sistemas se encontra-
sen ocupados es

Pr(ng > 0,1, > 0,n. > 0,15 > 0) = papppcPq

EN UN CASO GENERAL de una red abierta aciclica con N sistemas
M/M/1, donde A; sea la tasa de entrada al sistema i y y; su tasa
maxima de salida, la probabilidad de 17 usuarios en el primer
sistema, #17 en el segundo, etc., seria (definiendo p; = A;/u;):

N
Pr(ny,ny,...,nn) =] [p" (1 —pi)
i=1
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Si se trata de una red donde no todos los sistemas son M/M/1,
serd preciso acudir a las férmulas correspondientes para el caso
M/M/m.

Ejemplo 8.10. Sea la red de la de la figura, donde p,;, = 3/4y
pie = 1/2. Todos los tiempos de servicios son exponenciales de
media 20 ms, y todos los sistemas disponen de un tinico recurso
salvo D, que dispone de dos recursos idénticos en paralelo. Las
llegadas son de Poisson a tasa A = 40 usuarios/segundo.

(i) (<)

A 4

Pab
~(5)
°/

(%)
o/

A 4

Pde

Las tasas de entrada a cada sistema son

A=A=40u/s, A\y=30u/s,Ay=10u/s,Ac =35u/s,Ae =5u/s,

mientras que la tasa maxima de salida para todos los sistemas es
u=1/ts =50u/s.

Para los sistemas A, B, C y E el niimero medio de usuarios se
puede obtener mediante la expresion del M/M/1, lo que lleva a™*

N, =4,N,=3/2,N.=7/3,N, =1/9.

El sistema D se trata de un M/M/m, con una probabilidad de
estar vacio y nimero medio de usuarios en cola igual a'?

40 1
po = 29’ Q= 392
de lo que se obtiene
B Q 1 o 79
W=3"300 T=W = 35500

lo que lleva a que el ntimero medio de usuarios en el sistema D es

197 1

Na = ~ 1960 10

Por lo tanto, el nimero medio total de usuarios en la red es

1448 362 .
N = ZNI = m = E /2 8 usuarios,
y el tiempo medio para atravesarla es, aplicando el teorema de
Little

N
T= 1= 0,2 segundos

Figura 8.12: Red aciclica para el Ejem-
plo 8.10.

1 Ndumero medio de usuarios en un
M/M/1:

__p _
N = 1_p,conp Ay

2 En un sistema M/M/m, el nimero
medio de usuarios en cola es

__I"p
Q= m!(l_p)zpo ,

con

-1
m—1 " m 1
n=((E5) i)

donde I =A/puyp=1/m.
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Redes abiertas ciclicas

A diferencia del caso anterior, en una red ciclica si que aparecen
bucles en la topologia de la red, lo que posibilita que un usuario
pase mds de una vez por un mismo sistema. Esto complica el anali-
sis, ya que una consecuencia es que el proceso de entrada a la cola
deja de ser necesariamente de Poisson. Para ilustrar esto, sea el caso
de la Figura 8.13 a continuacién, donde se producen llegadas nue-
vas al sistema una tasa A segtin un proceso de Poisson, el tiempo de
servicio es exponencial, de media f;, y existe la probabilidad p de
que un usuario vuelva al sistema tras ser servido (por lo que, con
probabilidad 1 — p, lo abandona).

ts Figura 8.13: Sistema compuesto por

1 una cola con realimentacion.
A ( ) —-p
—_— >  ———————————————>
p

Para analizar lo que sucede a la entrada de la cola, supéngase

que la probabilidad de volver a entrar en el sistema es relativamen-
te alta
p>0,

y que la tasa de entrada es mucho menor que la tasa maxima de
salida,
ALu=1/ts.

por lo que el tiempo medio entre llegadas nuevas al sistema es
mucho mayor que el tiempo medio de servicio

Al o

En estas condiciones, la probabilidad de que el sistema esté
vacio es muy alta (por ser y mucho mayor que A), por lo que una
nueva llegada atravesara el sistema sin esperar en cola y, con alta
probabilidad, lo volverd a atravesar varias veces (por ser p alta),
segtn lo ilustrado en la Figura 8.14:

1/A Figura 8.14: Procesos de entrada al

Llegadas sistema y a la cola para un sistema con

1si l i re-alimentacion como el de la Fig. 8.13,
al sistema conp>>0yts <AL
Llegadas
alacola | | ||| ! ;

R P
ts ts

Por cada por cada peticién que llegue al sistema se genera una
rdfaga de llegadas a la cola, separadas entre si el tiempo de servicio
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de la llegada original. Este patrén a rafagas incumple claramente
las propiedades de incrementos estacionarios e independientes, por
lo que el proceso de llegadas a la cola no sera de Poisson, asi que el
sistema no puede analizarse partiendo del M/M/1.

A diferencia del caso de las redes aciclicas, en una red ciclica, en
general, no se podrd suponer que los procesos de llegada sean de
Poisson. S6lo cuando se puedan hacer algunas suposiciones, orien-
tadas a que la naturaleza «a rafagas» de las llegadas se debilite,
se podrd analizar el comportamiento de una red de colas partien-
do del analisis de cada cola por separado —consideraciones que se
veran a continuacion.

Definicion de red abierta. Teorema de Jackson

Sea una red de N colas, en la que una peticion, tras ser servida
por una cola i, pasa a la cola j con una probabilidad constante
e independiente p;;. El tréfico de entrada a un nodo j se puede
expresar como la suma del trafico desde los otros nodos y el trafico
que llegue desde fuera de la red al nodo j (denotado como r)):

N
A= Z Aipji +1; (8.9)
j=1j#

Ejemplo 8.11. Sea el caso de la red de la Figura 8.15.

ﬁ@*@%
—C

El tréfico de entrada al nodo 1 viene dado por el trafico que pasa

por el nodo 3 mds el trafico que llega desde fuera de la red, por lo
que (8.9) quedaria en este caso como:

AM=Az3+A
donde el trafico que pasa por el nodo 3 viene dado por
Az = Aapos .

mientras que el trafico que pasa por el nodo 2 es el mismo que el
que pasa por el nodo 1 (en tasa)

Ao = A .

Dadas las anteriores expresiones, A; se puede expresar como

A
1—pas

M :/\1}7234—)\—)/\1 =

Figura 8.15: Ejemplo de red abierta
ciclica compuesta por tres colas.
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Una red es abierta si las peticiones «pasan» a través de dicha red,

lo que sucede si (i) entran a través de (al menos) un nodo, y (ii) salen

de la red a través de (al menos) otro nodo. Esto se puede expresar
como:

= Existe alguna cola i donde se cumple que r; > 0

= Existe alguna cola j donde no todas las peticiones vuelven al
sistema, esto es, la probabilidad de salir desde dicho nodo, deno-
tada como pjs-, No es cero:

N
pi=1- ), px>0,
k=1k#]

= Desde cualquier cola k existe la posibilidad de alcanzar una cola
j donde p? no es cero."3

Ejemplo 8.12. Sea la red ilustrada en la Figura 8.16. Resulta sencillo

comprobar que se trata de una red abierta, dado que hay una fuen-
te externa de trafico en el nodo 1 (a tasa A) y, suponiendo py; < 1y
pa < 1, desde cualquier nodo existe la posibilidad de alcanzar los
nodos 2 0 4, que llevan a la salida de dicha red.

La tasa de entrada al nodo 1 es la tasa de entrada al sistema A
mas la tasa de salida del nodo 2 que vuelva al sistema, con probabi-
lidad P21

M= A+ Apn

La tasa de entrada al nodo B viene dada por dos componentes:
la tasa de entrada al nodo A que pasa a B con probabilidad pyy, y la
tasa de entrada al nodo 4 que pasa al nodo 2 con probabilidad p4;

Ay = Mp12 + Mpan

donde la tasa de entrada al nodo 4 es la proporcién de trafico que
sale desde 1 hacia 3

Ay = A3 =A1(1—p12)

3 De manera algo mas formal: existe
al menos un camino posible desde

k hasta j, esto es, una secuencia de
nodos

k, ki, ko, oo,k j
tal que

Pk, >0, Pryky > 00 -v) Piyj > 0.

Figura 8.16: Red abierta de colas con
cuatro nodos.
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UNA VEZ OBTENIDAS las tasas de entrada a cada nodo, si el pro-
ceso de llegadas al sistema es de Poisson y los tiempos de servicio
son variables aleatorias exponenciales, el teorema de Jackson permi-
te aplicar la misma metodologia que en el caso de las redes abiertas
aciclicas para analizar el sistema, a pesar de que los procesos de
entrada puedan dejar de ser de Poisson.

Teorema de Jackson Sea una red abierta ciclica de N servidores, cada
uno con una cola infinita, por la que pasa un trafico de Poisson.
Si los tiempos de servicio son exponenciales y la disciplina de la
cola es FCFS, la probabilidad conjunta de que haya n; usuarios
en la cola 1, np usuarios en la cola 2, etc., se puede obtener como
el producto de las probabilidades de que haya #n; usuarios en el
sistema 7, analizado cada uno de forma independiente:

Pr(nl,nz, . .,HN) = Pl(n1) . Pz(nz) cee PN(TIN) ,

donde P;(n) representa la probabilidad de que haya n usuarios
en el sistema i. Ademds, para calcular esta probabilidad se puede
emplear la expresiéon correspondiente a un sistema M/M/1

- () 1-3)

donde A; es la tasa de entrada al servidor i y 1/p; su tiempo
medio de servicio.

Ejemplo 8.13. Sea el caso de la red de la Figura 8.17, a la que lle-

gan usuarios a una tasa A = 8 tramas/ms segtin un proceso de

Poisson. El tiempo de servicio en cada sistema se puede modelar

con una variable aleatoria exponencial, de media t4 = (1/20) msy
tp = (1/15) ms, respectivamente, mientras que p = 0, 2. b

Analizando la topologia de la red, la tasa de entrada al sistema A Figura 8.17: Red abierta ciclica.

es la suma de la tasa global de entrada més la parte que sale de By
vuelve a entrar:
Ag=A+p-Ap.

Ademas, si ningtn sistema estd congestionado (lo que se puede
comprobar a posteriori), la tasa de entrada del sistema A es igual a
su tasa de salida, que es la tasa de entrada y salida del sistema B,
por lo que

Apg=A+ p- Aa,

de lo que se obtiene que

A 8
Ag = m =1 02" 10 tramas/ms.

A partir de este resultado se puede obtener la ocupacién media
de cada recurso

10 10
PA—%—l/zf PB—B—Z/?),
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el nimero medio de usuarios en cada sistema

PA PB
Ny=-F4 —1, Ng=-LB_
A 1*PA B 17‘03

y el nimero medio total de usuarios en toda la red:

N = Ny + N =3.

Una vez obtenido N, por el teorema de Little se puede obtener el
tiempo medio en atravesar todo el sistema

3
T=N/A=—-ms,
8
que no coincide con la suma de los tiempos medios necesarios para

atravesar cada sistema T4 y T3,

ta tp _1/201115 1/151118_ 3

Tp+Tp = - _
At = T T, T 1172 T 1-2/3 10

ms,

dado que, por efecto de la re-alimentacién, en media un usuario
visita los sistemas mds de una vez. De hecho, para el caso de la
Figura 8.17, el nimero de veces que un usuario pasa por los dos
sistemas es una variable aleatoria geométrica, de media 1/(1 — p),
por lo que para este caso se puede ver que

1
T= E(TA + Tp)

Modelado de redes de comunicaciones

En el caso de las redes de comunicaciones, donde en general
los «usuarios» son tramas de datos y los «recursos» son canales de
transmision (p.ej., una red de routers), hay algunas hipétesis de los
andlisis anteriores que hay que reconsiderar:

1. Las llegadas de peticiones siguen un proceso de Poisson.

Esta hipétesis resulta relativamente razonable, sobre todo si se
tiene el agregado de muchos flujos de datos independientes, dado
que, en este caso, el agregado tenderd a ser un proceso de Poisson
por el teorema de Palm-Khintchine

2. Cada peticion pasa de un nodo i a un nodo j con una probabili-
dad independiente (esto es, hay un enrutamiento probabilistico).

Esta hipétesis puede resultar algo mas discutible, ya que las tra-
mas pertenecientes a un mismo flujo siguen el mismo camino desde
el origen al destino.™ Si se trata de un agregado de varios flujos,
cada uno con un destino diferente, cuanto mayor sea la variedad
de destinos y mds mezcladas estén las tramas, mds razonable serad
realizar esta suposicién.

3. El tiempo demandado por un usuario en un recurso es una va-
riable aleatoria exponencial.

4 Salvo que aparezca algtn tipo de
mecanismo de balanceo de carga o las
rutas cambien durante un flujo.
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Modelar un tiempo de transmisién con una variable aleatoria
continua, teniendo en cuenta que la longitud de una trama es una
variable discreta, serd més o menos acertado en funcién de la dis-
tribucién de tamafios de las tramas (a mayor tamafio, menor error
relativo de redondeo). Ademads, hay algunos flujos de trafico don-
de el tamafio de las tramas dista mucho de seguir dicha variable
(p-¢j., una descarga TCP, donde basicamente s6lo hay segmentos de
1500 B y asentimientos de 40 B). Por dltimo, para poder suponer
que dicha variable continua es una variable aleatoria exponencial,
habra que considerar el impacto mecanismos como el protocolo de
control de acceso al medio, retardos de procesamiento, etc.

4. El tiempo demandado por cada peticién en cada recurso es una
variable aleatoria independiente.

En una red de comunicaciones, una trama larga siempre necesita
mds tiempo para ser transmitida que una trama corta, independien-
temente de que el enlace vaya a 1 Gbps o 10 Mbps. Sin embargo,
esta hipoétesis (la mds discutible de todas) supone que los tiem-
pos de servicio no van asociados nunca al usuario (esto es, a las
tramas), sino inicamente al recurso, y son variables aleatorias inde-
pendientes a cada peticién. De hecho, en una red ciclica un mismo
usuario puede atravesar el mismo servidor dos veces y necesitara
dos tiempos de servicio diferentes. A continuacién se presentan las
dificultades que supone no hacer esta hipétesis.

Tiempos de servicio asociados a usuarios

En todos los sistemas considerados hasta ahora siempre se ha su-
puesto que la variable tiempo de servicio, aleatoria o no, siempre iba
asociada a un recurso, y no a un usuario. Para ilustrar las dificul-
tades de no realizar esta suposicién, que resulta algo discutible en
redes de comunicaciones, sea el ejemplo de dos sistemas en tdndem
ilustrado en la Figura 8.18 a continuacién:

Entradasal A B C
1¢" sistema l l l
=1 =5
Salidas del wB/\ L
1°' sistema ’ A | B | C |
—— —
ta=3 tg =8 tc=2
Entradas al A B C
2° sistema i i l
. wc = 6
Salidas del wg=0 ="

2° sistema A | B | C |

Segtn se ilustra en la figura, al primer sistema llega una trama
corta (tres unidades de longitud, como se indica) seguida de una
trama larga (ocho unidades) y posteriormente otra trama corta (dos

Figura 8.18: Sistema en tdndem con
tiempos de servicio no independientes.
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unidades), siendo los tiempos entre tramas de dos y cuatro unida-
des de tiempo, respectivamente. Una vez que pasan dicho sistema,
las tramas atraviesan otro sistema idéntico.

Considerando el primer sistema, la segunda y tercera trama
tienen que esperar en cola antes de ser transmitidas —sobre todo
la tercera trama, dado el tiempo de transmisién de la segunda.
Sin embargo, en el segundo sistema la situacién cambia para la
segunda trama (la trama larga), que ya no tiene que esperar en cola
antes de ser transmitida, dado que en el primer sistema su tiempo
de transmisién dejé «margen» para que la primera trama fuese
enviada. Por otro lado, la tercera trama esta «condenada» a tener
que esperar en cola a cada sistema que pase, ya que llega mientras
la segunda trama estd siendo transmitida.’>

Como ilustra este ejemplo, cuando los tiempos de servicio estan
asociados a los usuarios (y no a los recursos) aparecen relaciones
entre dichos tiempos y los tiempos de estancia en el sistema, lo que
dificulta el modelado de redes de comunicaciones —en contrapo-
sicién con, por ejemplo, dos sistemas M/M/1 en tdndem, que se
pueden analizar de forma independiente. Para poder analizar ca-
da sistema por separado, es preciso realizar una aproximacién de
independencia.

Aproximacion de independencia de Kleinrock

Segtin visto en el ejemplo anterior, en una red de comunicaciones
aparece correlacién entre tiempos de servicio y los tiempos de
espera en cola: en general, los paquetes largos tienden a no esperar
en cola, mientras que los paquetes cortos si que esperan. Una forma
en la que esta correlaciéon puede disminuir es que se produzcan
agregados de flujos de diferentes fuentes, de modo tal que las tramas
de dichos flujos se intercalen salto a salto y asi se «rompa» esta
dependencia. Esta disminucién en la correlacién serd mayor cuanto
mayor sea el volumen de trafico «nuevo» frente al tréfico que ha
pasado por un sistema.

Ejemplo 8.14. Sea el caso de la Figura 8.19 con dos enlaces. Al
primer enlace llega un flujo a tasa 50 tramas/ms, y a continuacién
el 40 % de dicho tréfico se agrega con otro flujo a tasa 8o tramas/ms
antes de atravesar el segundo enlace.

En este caso, el 40 % de salida del primer enlace supone un flujo
a 20 tramas/ms, que se agrega a un flujo «nuevo» a 8o tramas/ms.
Dada esta gran proporcion del flujo nuevo sobre el anterior, serd
razonable suponer que no existird mucha dependencia entre los
tiempos de servicio y de espera.

Fue LEoNaRD KLEINROCK'® quien sugirié que el agregado de
flujos en una red de conmutacién de paquetes puede debilitar la
correlacién entre longitudes de tramas y tiempos de espera, esto es,
«restaurar» la suposicion de independencia en los tiempos de servi-

'5 La situacién guarda cierta analogia
con una carretera de un carril, donde
un vehiculo largo (tipicamente, lento)
no tiene vehiculos por delante, pero si
una cola que le sigue.

30 tr/ms

80 tr/ms

Figura 8.19: Agregado y diezmado de
flujos en una red de comunicaciones.

6 Ingeniero neoyorquino (n. 1934), pio-
nero en el andlisis matematico de las
prestaciones de redes de conmutacién
de paquetes: se considera que su tesis
doctoral (MIT, mayo 1961) establecié
los fundamentos matematicos de dicho
campo.
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cio de cada usuario. De ahi el nombre de dicha aproximacién (que
no es un teorema que establezca de forma rigurosa las condicio-
nes cuando se puede aplicar), que se puede definir de la siguiente
forma

Aproximacién de Kleinrock En una red de comunicaciones con varias
lineas de transmisién conectadas, en la que los tiempos de ser-
vicio no son independientes en cada enlace, el agregado de una
cantidad suficiente de flujos de datos de diferentes fuentes tiene
un efecto similar a restaurar la independencia entre los tiempos
de llegada y la longitud de tramas.

Por lo tanto, si cada enlace se considera como un recurso, las
llegadas son de Poisson y los tiempos de servicio se pueden apro-
ximar con una variable aleatoria exponencial, esta aproximacién
permite analizar las prestaciones de la red como si cada enlace se
pudiese modelar como un sistema M/M/1 independiente. Cuanto
mas densamente conectada esté la red y, por tanto, mas flujos dife-
rentes sean agregados en cada enlace, mejor serd la aproximacién
(y, por motivos similares, la aproximacién serd mejor para cargas de
trafico medias-altas).

Ejemplo 8.15. Sea la red de comunicaciones de la Figura 8.20 en
la que Ay = 3 tramas/ms, Ay = 4 tramas/ms, p; = p2 =1/4y
la longitud de todas las tramas se puede modelar con una variable
aleatoria exponencial de media 1000 bytes.

M
(- 40 Mbps

Y

P1

40 MbPS [

-] 40 Mbps

La tasa méaxima de salida de cada enlaces es

40 Mbps

1500 8 = 5 tramas/ms

El primer enlace inferior se puede analizar sin mayor considera-
cién, dado que el proceso de llegadas A, es externo a la red.

Al enlace superior llega el agregado de un flujo externo (A1), y
el 25 % de un flujo que ya ha pasado por el enlace inferior izquier-
da (A2), y que supone un 25 % del flujo total (por lo que su peso
relativo es bajo). Ademas, el flujo total por el enlace es de

1
A+ 1 Ay = 4 tramas/ms,
lo que supone una ocupacioén relativamente alta, p = A/u = 4/5,

por lo que, por la aproximacién de Kleinrock, también podria anali-
zarse como un sistema tradicional.

Figura 8.20: Red abierta.
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Por tltimo, el segundo enlace inferior recibe el 75 % del flujo A,
tras pasar por un enlace anterior, y el 25 % del flujo del anterior
enlace. Atn suponiendo que el routing fuese aleatorio, en valores
absolutos supone el agregado de dos flujos a 3 tramas/ms y 1 tra-
ma/ms, respectivamente, no siendo ninguno de ellos externo a la
red: seria preciso ser cuidadosos a la hora de aplicar la aproxima-
cién de Kleinrock en este enlace.

Resumen del tema

= En un sistema M/G/1 el tiempo medio de espera en cola viene

dado por
AE[£]

2(1-p)’

= En un sistema con prioridades, el tiempo de espera en cola de la
clase k viene dado por

3 o AE[E]
(I=p1 = =) (T =p1 — . — )

Wy =

= En una red de colas abierta aciclica, la probabilidad conjunta
de (n1,ny,...) usuarios en el sistema 1,2, ... viene dada por el
producto de las probabilidades de 1,1y, ... usuarios en cada
uno de los sistemas, analizados estos de forma independiente

Pr(ny, na,...,ny) = Py(n1)Pa(nz) - - Pn(nn)

= En una red de colas abierta ciclica también se puede calcular la
probabilidad conjunta mediante el andlisis de cada sistema por
separado, empleando las expresiones vistas en el tema anterior.

= En una red de comunicaciones hay que ser cautos a la hora de
modelar el sistema. Si el proceso de llegadas es de Poisson y la
carga y conectividad de la red son relativamente altas, la aproxi-
macién de Kleinrock permite emplear los resultados anteriores.
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